Cviceni na doma - reseni

Cvi€eni 1. Dokaite, 7e pro kazdé n € N plati > ,_, k2% = (n — 1)2"+1 4 2.

Reseni. Postupujme matematickou indukci. Tvrzeni ziejmé plati pro n = 1. Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni
plati pro n a dokazme, ze plati i pro n + 1:

n+1 n . B
> k2P =3 k2 + (n 4 12" WARIedP () 1)antl L9 4 (n 4 1)27H = p2nt2 4 2,
k=1 k=1

Cvi¢eni 2. Dokazte, %e pro kazdé n € N plati > ) _ k3= (1+2+ - +n)2

Reseni. Na seminéfi jsme si ukézali, e 142+ - -+n = n(n+1) a sta¢i nAm tedy dokézat, ze Y__, k* =
%nQ (n + 1)? plati pro vSechna n € N. Pouzijme indukci. Pro n = 1 tvrzeni plati. Pfedpokladejme nyni
platnost pro n a ukazme, Ze plati i pro n + 1.

n+1 n

ind.predp. 1 1
SOK =Y K4 ()P ME 2?4 1) (n 4 1) = 2 (n 4 1)(n 4 2)°
k=1 k=1

Cviéeni 3. Proa € R an € N seététe a + 2a® + 3a® + - - - + na™
Reseni. 'V ptipadech, kdy a = 0 nebo a = 1 jiz feseni zndme. Bud nyni a ¢ {0,1}. Oznacme si
Sp=a-+2a2+3a® +--- +na" a spocétéme s, — as,,.

as, = a®+2a®+3a*+ - +na"tt

Sp—asp,=a+a’+a®+- - +a* —na"t!

a” —1
sn(l—a)=a —na" !
a—1
1—a" an+1
Sp =20

(1—a)? "1
Cviceni 4. Pron € N sedtéte 1-24+2-3+---+n(n+1).
Reseni. Vyraz budeme postupné upravovat.

$n=1-242-3+---+n(n+1)
sn=18-1)4+24 -1+ - +n((n+2)—1)
$p=1:3-142-4-24---+n(n+2)—n
sn=2"—-143 14 +n+1)°>-1—-(1+2+---+n)
sn=(12+224+3%+ - 4+n®)—(n+1)—(1+2+ - +n)

1 1
Sp = 6n(n+1)(2n+1)—(n—|—1)—§n(n+1)

1
Sn = én(n+1)(n+2)v

2

kde na predposlednim fadku jsme vyuzili znalost o souétech > ,_, ka > ,_, k%

Cvi€eni 5. Sectéte >, (5;) v zavislosti na n € N.

Reseni. Dvojim pouzitim binomické véty pro dvojice 1, 1 a 1, -1 dostdvame
2n
2n 2n 2n 2n 2n 2n
— =(1+1 2n _ 22n
)+ () () (3) 0 G) - (0) =
2n
2n 2n 2n 2n 2n 2n
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Odectenim obou rovnosti dostavame

o((2)+ () )=

odkud délenim dvéma ziskdvame vysledek 2271,

Cviéeni 6. Necht M znaéi mnozinu vSech muz a Z mnozinu vSech zen. Uvazujme nésledujici vyrokové

formy:
e S(m,z): ,MuZz m je manzelem Zeny Z.“
e L7 (m,7): ,Muz m miluje zenu 2.

v/
o L (m,%z): ,Zena Z miluje muze m.“

Prelozte nasledujici vyroky do cestiny.

(a) 3m e M)(Vz € Z):=S(m, 2)

(b) (32 € Z)(Ym € M)L~(m, 2) = ~L* (m, 3)

(c) (32 € Z)(Ym € M)L (m,2) = ~L7(m, 2)

(d) (vz €Z)[((Bme M) : L (m,2)) = ((Im € M) : L7 (m, 2) A =L (m, 2))]
Resen

(a) Ex1stuJe svobodny muz.

(b) Existuje Zena, kterd Zddnému muzi neopétuje lasku.

(c) Existuje Zena, jiz zadny muZz neopétuje lasku.

(d) Kazd4 Zena, kterd nékoho miluje, nemiluje nékterého muze, ktery miluje ji.



