Soustavy rovnic

ViT ,VEJTEK® MUSIL

ABSTRAKT. Prispévek se vénuje vybranym partiim ze soustav nelinearnich rovnic —
cyklickym soustavam a soustavam se symetrickymi polynomy. Nékteré priklady vy-
zaduji uziti néjaké znamé nerovnosti. U vybranych uloh jsou uvedeny zdroje, kde lze
nalézt Feseni.

Béhem feSeni mnoha problémt Casto narazime na problém feSeni rovnic a jejich
soustav. Jde-li o soustavy rovnic linearnich, nalezeni feseni nepfedstavuje zadny
problém, 1ze jej algoritmicky popsat, a tak tyto soustavy za nas mtize snadno a rychle
louskat pocitac. V obecném pfipadé vsak mame smtlu, zddny magicky univerzalni
algoritmus nemame. Nad kazdym takovym pripadem se musime zamyslet zvI4st,
nékdy se nam vsSak muze podafit vytesit naraz celou skalu prikladid v jistém smyslu
,podobnych®.

Cyklické soustavy
Jedna ze zajimavych tfid takovych soustav jsou soustavy cyklické. Vyznacuji se tim,
ze jednotlivé rovnice se od sebe lisi pouze cyklickou zaménnou proménnych.

Umluva. Domluvime se, 7e v celém textu, nebude-li fedeno jinak, vSechny ne-
znamé jsou z oboru realnych dcisel.

Pozorovani. Budte x1, xa, ... x, redlnd &isla. Potom
2 2 2
ity +---+x, =0,

pravé kdyz x1 = x9 = -+ =x, = 0.

Toto banalni pozorovani se hodi nejen na cyklické soustavy. V pripadé cyklickych
vétsinou vSechny rovnice seCteme a spravné ,uctvercujeme“. Podle tohoto navodu
si kazdy snadno roziesi nasledujici ulohy.

KL{GOVA SLOVA. soustavy rovnic, rovnice, symetrické polynomy
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Piiklad 1. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
2 4+1=2y.

Piiklad 2. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych

2 =yz.

Nyni pfichazi néco vice obecného. Nasledujici lemma se nam hodi pro nékteré
cyklické soustavy, kde se v kazdé rovnici vyskytuji pouze dvé neznamé.

Lemma. Budte f,g:1 — R funkce rostouci na intervalu I. Potom pro FeSeni sou-

stavy
f(z1) = g(x2)
flz2) = g(xs3)
f(zn) = g(21)
plati z1 = 9 = - -+ = xy,.

7 nastalé rovnosti jiz vétSinou snadno dopocitame vsSechna feseni. Zkusme si to

vvvvvv

notonii.

Piiklad 3. Reste cyklickou soustavu v proménnych a az z
a® =b+0b° (MKS-29-2-4)
Ptiklad 4. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
=22 4y —2.
Piiklad 5. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
r=1y>+y—8.

Ne vzdy vSak dostaneme soustavu nachystanou, jak bychom si prali. Nékdy je
tfeba provést drobné tpravy, nebo najit interval I, kde lze lemma aplikovat.
Piiklad 6. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych

492
x = :
1+ 4y?

(MKS-27-1-7)

Piiklad 7. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych

. 2

T+ - ==

z  y?
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Na nékteré soustavy je vsak toto lemma prilis kratké, zkusme tieba tento priklad:

Piiklad 8. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
4+ 2y =6z — 1.

Zde se v kazdé rovnici vyskytuji vSechny tii proménné, zachrani nas vsak lemma
o trosku silnéjsi.

Lemma. Budte f,g,h:I — R funkce neklesajici na intervalu I. Potom pro feseni

soustavy
f(x) +9(y) = h(z)
fy) +9(z) = h(z)
f(2) +g(z) = h(y)
plati h(z) = h(y) = h(z). Je-li navic h rostouci, je x =y = z.
Piiklad 9. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
z =1y +1.
Piiklad 10. Reste cyklickou soustavu ve tiech proménnjch
2® = 5y® — 42. (Polskda MO)
Jak bylo pfedestieno dfive, ani toto lemma neni vS§emocné, na dalsi ilohy musime
hledat trik jim ity na miru.

P¥iklad 11. Reste cyklickou soustavu ve tiech proménnjch
P?=y+z+2
Piiklad 12. Reste cyklickou soustavu ve tiech proménnjch

(@ +y)(y° —2°) = 3(2 — 2)(2° +2?).
(MR-6-J179)

Pouziti nerovnosti

Dalsi tfida rovnic se na prvni pohled napadné lisi od té pfedchozi. S pouzitim néjaké
nerovnosti (nebo nerovnosti) bud ukdzeme, ze n musi byt néjak omezené, nebo do-
kézeme, ze rovnice plati, pravé kdyz nastava rovnost v nerovnosti. Pro tyto pripady
se tedy hodi nerovnosti znat a védét, za jakych podminek plati rovnost.

LA taky by bylo trochu divné, ze by pro kazdou cyklickou soustavu platila rovnost vsech
neznamych.
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Nasledujici t¥i piiklady festé v kladnych redlnych ¢islech.
Priklad 13. Vyfeste soustavu

(MR-6-J172)
Priklad 15. Vyfeste soustavu

2
T1+axs+---+ax,=n

1
x1+2x2+---+nmn:§n(n+1)

Symetrické polynomy

Symetrické polynomy jsou specialni piipady polynomu vice proménnych. Vénovat
se jim budeme praveé kvili jejich péknym vlastnostem, které si zahy ukazeme. Neni
tfeba se obavat, nejde o zddnou novinku, snad kazdy se s nimi setkal v takzvanjch
Vietovych vztazich.

Definice. Polynom P(z1,...,x,) proménnych z; aZ z, nazveme symetrickym,
pokud pro kazdou bijekci 7: {1,... ,n} — {1,...,n} plati

P(J?l,xg,... ,l‘n) = P(xﬂ(l),xﬂ@),... ,Jiﬂ.(n)).

Definice vlastné nerika nic jiného nez to, Ze polynom se nezméni, pokud libovol-
nym zpusobem preznacime proménné. Mezi vSemi symetrickymi polynomy vynikaji
tzv. elementarni polynomy.

Definice. Bud 1 < < n. Symetricky polynom proménnych z; az x,,
Z Lj1Ljg * " T,
1<j1<g2<--<ji<n

nazveme i-tym elementarnim symetrickym polynomem, oznac¢ime jej d;,.
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Definice mozna pusobi désivé, avsak jde jen o jinak zapsanou zndmou véc.

Tvrzeni. (Vietovy vztahy) Budte x1 aZ x,, korfeny polynomu t™ + a1t~ + - +
an—1t + a,. Potom plati

a1 = —01n

az = dap

as = —d3p

an = (—1)"0nn.

Nyni mtzeme vyslovit dulezitou vétu z algebry o symetrickych polynomech.

Véta. Kazdy symetricky polynom proménnych x, az x, Ize napsat jako polynom
v proménnych 01, aZ 6pp.

Véta jinak feceno tvrdi, ze kazdy symetricky polynom lze v jistém smyslu napsat
pomoci elementarnich symetrickych polynomt, a to tak, Ze je mizeme scitat, nasobit
konstantou a nasobit navzajem. Co véta nerika, je, jak to udélat, musime se spokojit
s tim, Ze to lze. Dost uZz ale teorie, pojdme si to vyzkouSet na prikladech.

Piiklad 16. Reste soustavu

z+y+2z2=0
zy+yz+zxz=0
(MKS-27-1-4)

Priklad 17. Najdéte hodnotu 1/x + 1/y + 1/z za pfedpokladu, Ze

r+y+z2=5
24yt +22=15

xy = 22

Piiklad 18. Reste soustavu

zy+yz+axz=4
(2y)* + (y2)* + (22)? = 6
(zy) + (y2)® + (z2)® =10
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