Toky v sitich, Hallova véta
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ABSTRAKT. Cilem pfednasky je seznamit se zdkladnimi definicemi a poznatky
tykajicich se toku v sitich a problému hledani maximéalniho toku. Dalsi ¢ast pred-
nasky se zabyva parovanim a dukazem Hallovy véty pomoci aplikace poznatkt
o tocich.

Predstavte si ¢ajovnu, kde u kazdého stolecku je kohoutek na ¢aj. K nému se
¢aj distribuuje systémem c¢ajovodi od jednoho centralniho ¢ajovaru. Jako kazdého
zvidavého milovnika caje vas zajima, kolik maximalné caje k vdm mize danym
cajovodem téci.

Ukéazka s ¢ajovnou je zfejmé analogii k mnoha v praxi fungujicim systémtm
jako jsou napiiklad rozvody elektrické energie, vodovodu, telefonnich linek, do-
pravni sité a mnoho dalSich, které maji spolecné atributy a stoji zato se jimi
zabyvat. Pro tyto ucely si vybudujeme patficnou abstraktni teorii a ukdzeme si
nékolik zajimavych poznatki.

Nejprve si zavedeme pro nas klicové pojmy, bez kterych se neobejdeme.

Orientovanym grafem nazveme uspofadanou dvojici (V, E), kde V' je neprazdnd
mnozina a £ C V x V, neboli mnozina néjakych usporadanych dvojic z V.
Hovofime-li o konkrétnim grafu G, piSeme G = (V, E). Prvkéim z V ¥ikdme vrcholy,
prvkim z E hrany.

Siti nazveme ¢tvefici (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, z a s dva
riizné vrcholy grafu G (fikdme jim zdroj a stok), a kapacita c: E — Ry je funkce
ohodnocujici hrany nezapornymi ¢isly.

A jak si takovy graf a sif pfedstavovat? Staci si nakreslit mnozinu puntikt
a mezi nimi néjaké Sipky a mame orientovany graf. Kdyz navic vyznacime dva
vrcholy jako zdroj a stok a ke kazdé hrané napiseme kladné redlné ¢islo, mame sit.

Tok v siti je kazda funkce f: E — Ry, ktera spliuje

(1) pro kazdou hranu e € F plati 0 < f(e) < c(e),
(2) pro kazdy vrchol u € V mimo zdroj a stok plati
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A co nam definice vlastné ¥ik4? Pokud pouzijeme na$ pifimér s ¢ajovodem,
pak prvni podminka ¥ika, ze v zadné Casti ¢ajovodu nesmi téci vice Caje, nez na
kolik je ¢ajovod dimensovan. Druhéd podminka odpovida prirozené piredstavé, ze co
do spoje trubek vtece, to také vytece. Fysikové tento fakt nazvou Kirchhoffovym
zakonem. Velikost toku potom bude mnozstvi ¢aje posilaného do ¢ajovodu.

ProtoZe nas zajima maximalni tok pro danou sit, uvedme si pro klid v dusi
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Pro kazdou sit existuje maximalni tok.

Jakkoliv se to mize zdat, toto tvrzeni neni viibec samoziejmé. Tokl je neko-
ne¢né mnoho a jejich velikosti jsou obecné redlnd ¢éisla (napfiklad interval (0, 1)
v redlnych éislech neméd maximum). Pro néds toto tvrzeni neni az tak zajimavé a
proto si jej nebudeme dokazovat. Nasim cilem bude dokéazat takzvanou hlavni vétu
o tocich. Nejprve vSak definujeme nové pojmy, aby se ndm lépe pracovalo.

Rezem v siti (G, z,s,c), kde G = (V, E), nazveme mnoZinu hran R C E tako-
vou, Ze v grafu (V, E'\ R) neexistuje zadné orientovana cesta ze zdroje do stoku.
Kapacita Tezu je c(R) = ) . pc(e).

Orientovana cesta z bodu a do b neni nic jiného nez ,jdi z a do b po Sipkach
a nikde se nezdrzuj“. Jak vypada neorientovana cesta uz kazdého jisté napadne.
Na rozdil od tokt je ezl jen kone¢né mnoho, proto urcité existuje fez minimalni
kapacity.

Véta. Pro kazdou sit plati

max w(f) = min ¢(R).
ftok RTez

Neboli ,,maximalni tok je roven minimalnimu fezu“

Abychom poodkryli pravdu kolem tohoto tvrzeni, povime si na prednésce jesté
néco o fezech a cestach. K tomu se ndm bude hodit nésledujici definice.

Nasycend cesta vzhledem k toku f je neorientovand cesta takova, Ze pro néjakou
hranu ve sméru od zdroje do stoku tok dosdhl své kapacity (neboli f(e;) = c(e;)
pro né&jaké i) nebo je nulovy pro n&jakou hranu v opaéném sméru. P¥irozené, pokud
cesta neni nasycend, fikdme, ze je to nenasycend cesta, nebo nékdy také zlepsujici
cesta.

Uz slovo ,zlepsujici“ nadm fik4, ze by mohlo jit tok podle této cesty vylepsit.
A skutecné je pravda, ze

Tvrzeni. Tok je maximélni, pravé kdyz je kazda cesta nasycena.
A k velkému piekvapeni ndm samotny dikaz ukéze, jak maximalni tok na-

jdeme. Co vice si jen pfat?
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Algoritmus. (Ford, Fulkerson)
(1) Poloz f(e) = 0 pro vSechny hrany e.
(2) Pokud existuje vylepSujici cesta, vylepsi tok podle této cesty a opakuyj,
dokud existuje néjaka nenasycenda cesta.
(3) Nyni je f maximalni tok.

Ovsem tuplné zadarmo to nebude. Z algoritmu neni vidét, jak takové cesty
hledat. Dokonce existuji i takové sité, kde nevhodnym vybérem vylepsujicich cest
nedosdhneme maximalniho toku ani po nekoneéné mnoha krocich. Jisté se vam
podaii takovou sit vymyslet.

Nyni za¢neme trochu z jiného soudku a ukazeme si ponékud necekané souvis-
losti.

Uloha. Na rytiiském plese se seSlo nékolik rytift a nékolik urozenych dam.
Kazdy z rytift mé na prvni tanec nékolik adeptek, se kterymi si chce zatancit
(kdyz si s dovolenim ocislujeme damy od 1 do n, kazdy z rytift 1 az k& méa svoji
volbu M;, coZ je mnoZina €isel téch dam, se kterymi chce tancit). A nas zajima,
za jakych podminek (volby onéch M;) bude uspokojeno vsech k rytifa?

Na tuto otdzku ndm dé spolehlivou odpovéd néasledujici definice a véta.

Definice. Budte X a I kone¢né mnoziny. MnoZinovym systémem nazveme I-tici
M ={M;;iel, M; C X}. Systém rdznych reprezentanti (SRR) je potom funkce
f:1 — X takova, ze

(1) pro vSechna i € I je f(i) € M,

(2) f je prosta.

Takto jsme vlastné pouze prepsali zadani, nebot X je mnoZina dam, I mnoZina
rytiii, mnozinovy systém jsou volby jednotlivych rytifi a zajima nés, zda systém
riznych reprezentantl existuje, neboli zda mizeme kazdému rytifi prifadit riznou
urozenou damu, se kterou je ochoten tancit.

Véta. (Hallova) Systém ruznych reprezentanti v M existuje tehdy a jen tehdy
kdyz pro kazdou J C I je pravda, zZe ||J,.; M;| > |J|. Této podmince se iikd
Hallova.

JjeJ

Prirozené se nabizi otazka, jak toto ,parovani“ souvisi s toky v sitich. Inu
matematika Casto spojuje zdanlivé odlisna témata, a tak si na prednasce ukazeme,
kterak ¢ajovod dopomohl rytifim najit tu pravou damu.
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