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17. 10. 2023

Definice

Necht’ f, g : N → R+.

� f ∈ O(g) ⇐⇒ ∃c > 0,∃n0 ∈ N : ∀n > n0 : f(n) ≤ c · g(n)

� f ∈ Ω(g) ⇐⇒ ∃d > 0,∃m0 ∈ N : ∀m > m0 : f(m) ≥ d · g(m)

� f ∈ Θ(g) ⇐⇒ f ∈ f ∈ O(g) ∧ f ∈ Ω(g)

Zadáńı

Necht’ f3, f4, f5, g3, g4, g5 : N → R+. Dokažte nebo vyvrat’te následuj́ıćı tvrzeńı.

1. n2 ∈ O(n3)

2. n3 ∈ O(n2)

3. f3 ∈ O(g3) =⇒ g3 ∈ O(f3),

4. f4 ∈ O(g4) =⇒ g4 ∈ Ω(f4),

5. f5 ∈ O(g5) ∨ g5 ∈ O(f5).



Řešeńı

1. Plat́ı

Rozeṕı̌seme podle definice:

n2 ∈ O(n3) ⇐⇒ ∃c1 > 0,∃n1 ∈ N : ∀n > n1 : n
2 ≤ c1 · n3.

Pro dokázáńı tvrzeńı stač́ı naj́ıt c1 a n1, aby ∀n > n1 : n2 ≤ c1 · n3. Výraz můžeme vyděleńım n2 (což
je pro n ̸= 0 ekvivalentńı úprava) upravit na ∀n > n1 : 1 ≤ c1 · n.

Nyńı stač́ı volit např́ıklad c1 = 1, n1 = 1. A vid́ıme, že ∀n > 1 : 1 ≤ 1 · n. Zadané tvrzeńı tedy plat́ı.

2. Neplat́ı

Ukážeme, že plat́ı negace p̊uvodńıho tvrzeńı, č́ımž p̊uvodńı tvrzeńı vyvrát́ıme.
Začneme rozepsáńım znegované definice:

n3 /∈ O(n2) ⇐⇒ ∀c2 > 0,∀n2 ∈ N : ∃n > n2 : n
3 > c2 · n2.

Naš́ım ćılem je tedy ukázat, že pro každé c2 a n2 umı́me naj́ıt nějaké n > n2, pro které plat́ı výraz
n3 > c2 · n2. Výraz opět můžeme upravit na n > c2.

Když dostaneme nějaká c2 a n2 můžeme zvolit n > max(n2, c2) (vždy existuje přirozené č́ıslo větš́ı než
libovolná konstanta). Pro toto vybrané n plat́ı n > n2 i n > c2, negace p̊uvodńıho zadáńı je tedy dokázána.

3. Neplat́ı

Najdeme protipř́ıklad, tedy nějaké dvě funkce, pro které plat́ı předpoklad implikace (levá strana) a neplat́ı
d̊usledek (pravá strana).1

Vezmeme např́ıklad funkce f3(n) = n2, g3(n) = n3.
Z př́ıkladu 1 máme platnost předpokladu implikace: f3 ∈ O(g3).
Z př́ıkladu 2 máme neplatnost d̊usledku implikace: g3 /∈ O(f3).
Dohromady tedy zadaná implikace neplat́ı.

Poznámka: Zvolené funkce samozřejmě nejsou jediné možné řešeńı.

4. Plat́ı

Dokazujeme implikaci. Předpokládáme platnost předpokladu implikace a dokazujeme, že plat́ı jej́ı d̊usledek.
Opět začneme rozepsáńım podle definice.

� Předpoklad (v́ıme, že plat́ı): f4 ∈ O(g4) ⇐⇒ ∃c4 > 0, ∃n4 ∈ N : ∀n > n4 : f4(n) ≤ c4 · g4(n).

� Důsledek (chceme ukázat): g4 ∈ Ω(f4) ⇐⇒ ∃d4 > 0,∃m4 ∈ N : ∀m > m4 : g4(n) ≥ d4 · f4(n).

Abychom d̊usledek ukázali, muśıme naj́ıt d4 a m4, taková, že pro všechna m > m4 plat́ı nerovnost
g4(n) ≥ d4 · f4(n). Nerovnost můžeme upravit na

f4(n) ≤
1

d4
· g4(n).

Z předpokladu implikace můžeme vźıt c4 a n4 a na jejich základě zvolit d4 =
1
c4

a m4 = n4. Pak zjevně

∀m > m4 : f4(m) ≤ 1

d4
· g4(m) ⇐⇒ ∀n > n4 : f4(n) ≤ c4 · g4(n),

což je přesně výraz z předpokladu implikace, o kterém v́ıme, že plat́ı.
Nalezeńım d4 a m4 jsme ukázali platnost d̊usledku implikace a t́ım jsme dokázali i celou implikaci.

1Pokud to chcete ještě formálněji: p̊uvodńı zadáńı ř́ıká, že pro každé funkce f3 a g3 má platit zadaná implikace. Negace
zadáńı tedy je, že existuj́ı nějaké dvě funkce, pro které implikace neplat́ı (tedy plat́ı jej́ı negace). A negace implikace je přesně,
když plat́ı jej́ı předpoklad a neplat́ı d̊usledek.



5. Neplat́ı

Najdeme protipř́ıklad, tedy nějaké dvě funkce, pro které tvrzeńı neplat́ı. To uděláme tak, že ukážeme, že
pro ně plat́ı negace zadaného tvrzeńı: f5 /∈ O(g5) ∧ g5 /∈ O(f5).

Vezmeme funkce

f5(n) =

{
1 pro n sudé

n pro n liché
, g5(n) =

{
n pro n sudé

1 pro n liché

Ukážeme, že f5 /∈ O(g5). Podle definice

f5 /∈ O(g5) ⇐⇒ ∀c5 > 0,∀n5 ∈ N : ∃n > n5 : f5(n) > c5 · g5(n).

Naš́ım ćılem je tedy ukázat, že pro každé c5 a n5 umı́me naj́ıt nějaké n > n5, pro které plat́ı výraz
f5(n) > c5 · g5(n). To uděláme snadno tak, že vezmeme liché n, protože pak f5(n) = n, g5(n) = 1.

Když tedy dostaneme nějaká c5 a n5, můžeme zvolit liché n > max(c5, n5). Pak

f5(n) = n > c5 · 1 = c5 · g5(n),

což jsme přesně chtěli.
Důkaz druhé poloviny negovaného tvrzeńı uděláme obdobně, akorát mı́sto lichého n potřebujeme brát

sudé.

Poznámka: Zvolené funkce samozřejmě nejsou jediné možné řešeńı.


