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Definice

Nechf f,g:N — R*.
o fEO(g9) > Je>0,IngeN:Vn>ng: f(n) <c-g(n)
o feQ(9) < Id>0,ImyeN:VYm>mg: f(m)>d-g(m)
o f€B(g) < fe[eO(g)N[EQg)

Zadani
Necht f3, f1, f5,93, 94,95 : N — R*. Dokazte nebo vyvrafte nasledujici tvrzeni.
1. n? € O(n?)
2. n3 € O(n?)
3. f3€0(g3) = g3 € O(f3),
4. f1 € O(g1) = g4 € Q(f4),
5. fs € O(g5) V g5 € O(fs).



Reseni
1. Plati

Rozepiseme podle definice:

nze(’)(ng) <— 301>0,3n1€N:Vn>n1:nzgcl-n3.

2 (coz

Pro dokéazani tvrzeni staci najit ¢c; a ny, aby Vn > nj : n? < ¢p - nd. Vyraz muzeme vydélenim n
je pro n # 0 ekvivalentn{ tiprava) upravit na Vn >nj : 1 < ¢ - n.

Nyni staci volit napiiklad ¢; = 1, ny = 1. A vidime, ze Vn > 1:1 < 1-n. Zadané tvrzeni tedy plati.

2. Neplati

Ukazeme, Ze plati negace puvodniho tvrzeni, ¢imz puvodni tvrzeni vyvratime.
Za¢neme rozepsanim znegované definice:

n3§é(’)(n2) — Vo >0,V € N:3In > ng i n > o - n?.

Na§im cilem je tedy ukézat, ze pro kazdé co a no umime najit néjaké n > ng, pro které plati vyraz
n? > ¢y - n?. Vyraz opét mizeme upravit na n > cs.

Kdyz dostaneme néjaka co a ny muzeme zvolit n > max(ng, c2) (vzdy existuje prirozené ¢islo vétsi nez
libovolnd konstanta). Pro toto vybrané n plati n > ng i n > c2, negace puvodniho zadéni je tedy dokazéana.

3. Neplati
Najdeme protipiiklad, tedy néjaké dvé funkce, pro které plati predpoklad implikace (levd strana) a neplati

dtisledek (pravé strana).!
Vezmeme napiiklad funkce f3(n) = n?, g3(n) = n?.
Z piikladu 1 mame platnost predpokladu implikace: f3 € O(g3).
Z piikladu 2 mame neplatnost dusledku implikace: g3 ¢ O(f3).
Dohromady tedy zadana implikace neplati.

4. Plati

Dokazujeme implikaci. Pfedpokldddme platnost predpokladu implikace a dokazujeme, Ze plati jeji dusledek.
Opét zacneme rozepsanim podle definice.

e Predpoklad (vime, ze plati): fy € O(g4) <= Jeqg > 0,Ing € N:Vn > ny: fa(n) < cq-ga(n).
e Dusledek (chceme ukézat): g4 € Q(fy) < Idy > 0,3Imy € N:Vm > my : g4(n) > dy - f4(n).

Abychom diusledek ukazali, musime najit dy a my, takova, ze pro vSechna m > my4 plati nerovnost
ga(n) > dyg - fa(n). Nerovnost muzeme upravit na

1
filn) < - ga().
4
7 predpokladu implikace muzeme vzit ¢4 a n4 a na jejich zakladé zvolit dy = é a my = ny. Pak zjevné

Vm > my : fa(m) < d14 ga(m) <= VYn>ny: fa(n) < cq-ga(n),

coz je presné vyraz z predpokladu implikace, o kterém vime, ze plati.
Nalezenim d4 a my4 jsme ukédzali platnost dusledku implikace a tim jsme dokézali i celou implikaci.

Pokud to chcete jesté formalnéji: ptivodni zadéni ¥ikd, Ze pro kazdé funkce fs a gz mé platit zadand implikace. Negace
zadani tedy je, ze existuji néjaké dvé funkce, pro které implikace neplati (tedy plati jeji negace). A negace implikace je pfesné,
kdyz plati jeji predpoklad a neplati dusledek.



5. Neplati

Najdeme protipiiklad, tedy néjaké dvé funkce, pro které tvrzeni neplati. To udélame tak, ze ukazeme, ze
pro né plati negace zadaného tvrzeni: f5 ¢ O(gs) A g5 ¢ O(f5).

Vezmeme funkce
1 pron sudé n  pro n sudé
f5(n) = { gs(n) = {

n  pro n liché’ 1 pro n liché
Ukéazeme, ze f5 ¢ O(gs). Podle definice
5 ¢ O(g5) <= Ve >0,Vn; € N:3In >ns: f5(n) > c5 - gs(n).

Nasim cilem je tedy ukazat, Ze pro kazdé c5 a ns umime najit néjaké n > ns, pro které plati vyraz
f5(n) > c5 - gs5(n). To udélame snadno tak, ze vezmeme liché n, protoze pak fs(n) =n, gs(n) = 1.
Kdyz tedy dostaneme néjaka c; a ns, muzeme zvolit liché n > max(cs, ns). Pak

fs(n)=n>c5-1=c5-g5(n),
coz jsme presné chtéli.

Dtikaz druhé poloviny negovaného tvrzeni udélame obdobné, akorat misto lichého n potifebujeme brat
sudé.



