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Grafy

1. Ukazte, ze kdyz graf obsahuje lichy cyklus jako podgraf, tak potom obsahuje také
néjaky lichy cyklus jako indukovany podgraf.

ReSeni:

Necht vy, vs ... 09,11 jsou vrcholy nejmensiho lichého cyklu v grafu G. Pak je indu-
kovany podgraf na téchto vrcholech také cyklem, protoze kdyby tam byla néjaka dalsi
hrana, tak by vznikl mensi lichy cyklus.

2. Existuje bipartitni graf s aspon 5 vrcholy, jehoz doplnék je také bipartitni?

ReSeni:
Ne, z principu holubniku alespon jedna z partit obsahuje alespon 3 vrcholy, tedy
doplnék grafu obsahuje trojihelnik (trojcyklus), tedy nemuze byt bipartitni.

3. Ukazte, ze kazdy graf s m hranami md bipartitni podgraf s alespon % hranami.

ReSeni:
Zde: http://matematika.reseneulohy.cz/3580 /bipartitni-podgraf

4*. Sestrojte nekonecéné mnoho grafii, které jsou izomorfni svému doplnku.

Reseni:

(Dle Anicky O.) Pro kazdé n € N sestrojime graf G, se 4n vrcholy, co je isomorfni
svému doplitku G,,. Vrcholy rozdélime na 4 mnoziny po n vrcholech, budeme jim fikat
A, B,C, D. Na vrcholech v A vezmeme tplny podgraf, stejné tak na vrcholech v C'. Naopak
mezi vrcholy ve skupiné B nebudou zadné hrany, stejné tak pro D. Dale ze vSsech vrchol
v A povedeme hrany do vsech vrcholi v B a do vsech vrcholi v C' a z vrcholu v C' navic
do vsech vrcholi v D.

Ukazeme, ze zde existuje hledany isomorfismus. Vezmeme bijektivni zobrazeni f, které
zobrazuje vrcholy v A libovolné na vrcholy v B v G, vrcholy v B na vrcholy v C, vrcholy
v C na vrcholy v D a vrcholy v D na vrcholy v A. Pak mezi kazdymi dvéma vrcholy v A
mdme hranu a stejné tak mezi kazdymi vrcholy v f(A) = B mame hranu v G,,.

Stejné tak pro vrcholy z C'. Naopak mezi kazdymi dvéma vrcholy v B nemame hranu
a stejné tak mezi kazdymi vrcholy v f(B) = C' nemame hranu v G,,.

Obdobné pro D. Zbyvaji hrany mezi jednotlivymi ¢astmi A, B,C, D. Mezi kazdym
vrcholem z A a vrcholem z B méame hranu a stejné tak mezi kazdym vrcholem z f(A) = B
az f(B) =C mame hranu v G,,.

Stejné tak hrany mezi vrcholy v A a C' a mezi vrcholy v C' a D se zobrazi na hrany
mezi vrcholy v B a D a mezi vrcholy v D a A v Pak mezi kazdymi dvéma vrcholy v A
médme hranu a stejné tak mezi kazdymi vrcholy v f(A) = B mame hranu v G,,.

Obdobné nemame hrany mezi vrcholy v A a D, v B a C, v B a D a stejné tak
nemame hrany v G,, mezi vrcholy v Ba A, v C a D av C a A. Tim jsme ovéiili, Ze jde
o isomorfismus.



Stromy

5. Najdéte vsechny stromy jejichz doplitkem je také strom. Zdivodnéte, ze jste na zadny
nezapomneli.

Reseni:

Strom na n vrcholech méa n — 1 hran. Strom spolu s jeho doplitkem mé& dohromady
(g) hran, tedy dostavame rovnici (g) = 2(n — 1). ReSenim této rovnice je n = 1 (coz je
strom bez hran) a n = 4. Pro n = 4 existuje pravé jeden strom, jehoz doplnék je také

strom (cesta na 4 vrcholech).

6. Kolik nejvice a kolik nejméné lista muze mit strom na n vrcholech, ktery ma stupné
pouze 1 a 37

Reseni:

Pro liché n takovy strom neexistuje, protoze soucet stupni vSech vrchola by byl lichy.
Plati Y ,cy deg(v) = 2(n — 1), tedy pokud ma strom k listi (vrcholid stupné 1), tak
mé n — k vrcholi stupné 3 a plati rovnice k 4+ 3(n — k) = 2(n — 1), odkud dostaneme
k=24 "2 =12+1. Tedy strom mé pravé % + 1 lista.

7. Mnoziné vrcholu grafu fikdme nezavisla, pokud zadné dva jeji vrcholy nejsou spojeny
hranou. Dokazte, ze kazdy strom na n vrcholech obsahuje nezavislou mnozinu velikosti
aspon n/2.

Reseni:

Zvolime libovolny vrchol stromu jako koren. Pak rozdélime vrcholy na dvé mnoziny
podle parity vzdalenosti od korene. Obé tyto mnoziny jsou nezavislé, protoze hrana muze
spojovat pouze vrcholy, které se lisi ve vzdalenosti od kofene o 1. Jedna z téchto mnozin mé
velikost alespori n/2 (z Dirichletova principu). 8. Kolik koster ma cyklus na n vrcholech?

ReSeni:

Cyklus mé n koster.
9. Existuje graf, ktery ma pravée dvé kostry? Pro kterd n existuje graf s pravé n riznymi
kostrami?

ReSeni:

Strom ma 1 kostru, kazdy graf obsahujici cyklus mé alespon 3 kostry, tedy graf s prave

2 kostrami neexistuje. Pro vSechna ostatni n > 1 existuje graf s pravé n kostrami (strom
pro n = 1 nebo cyklus na n > 3 vrcholech).

10. Kolik koster maji nasledujici zviratka?




Reseni:Beruska mé 5 x 4* koster, zirafa ma 5° x 6* koster.
11.
a) Kolik je v grafu K, koster, které obsahuji pravé dva vrcholy stupné vétsiho nez 17

b) Kolik je v grafu K, koster, které obsahuji pravé tii vrcholy stupné 17

Reseni:
2 (3)e2-2)

n—2
b) n!%

12*. V lese zije n ent a jedna veverka. Entové stoji na misté, nékteré dvojice z nich jsou
si pritom dost blizko na to, aby mezi nimi zvladla veverka pteskocit. Shodou okolnosti
jsou entové rozestaveni tak, ze mezi libovolnymi dvéma z nich existuje pravé jedna cesta,
po které muze veverka preskdkat.l Vzdalenosti dvou entii rozumime pocet skokt, které
veverka potirebuje k tomu, aby se mezi nimi presunula. Osamélost enta definujeme jako
soucet jeho vzdalenosti od vsech ostatnich enti. Dokazte, ze pokud se osamélosti nékterych
dvou enti lisi pravé o 1, pak je n liché.

Reseni:

Dokazeme, ze pokud je n sudé, pak se osamélosti dvou entii lisi o sudé ¢islo. Vytvorime
graf GG, jehoz vrcholy jsou entové a hrany spojuji enty, kteri jsou si dost blizko na to, aby
mezi nimi veverka preskocila. Podle zadani je tento graf strom. Odobranim libovolné hrany
{vi,v;} se graf rozpadne na dvé komponenty A, B také, ze v; € A a v; € B. Oznacme
o; osamélost enta v; v komponente A a o; osamélost enta v; v komponente B. Pak pro
osamélosti entl v; a v; v puvodnim grafu plati:

O; =0;+ > (d(v,vj) + 1) =0; + 0; + | B|
veEB

O; =05+ Y _(dv,v;) + 1) = 0; + 0; + | A]

veEA

Odectenim téchto dvou rovnic od sebe dostaneme:
0 = 0; = |B| - |A] = n — 24|,

coz je sudé cislo, protoze n je sudé ¢islo. Tedy osameélosti dvou sousednich enti se lisi o
sudy pocet, z ¢ehoz plyne, ze osamélosti libovolnych dvou entt se lisi o sudy pocet.



