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1.Kolik je permutaćı na množině {1, ..., n} s právě jedńım pevným bodem? Můžete použ́ıt,

že permutaćı bez pevného bodu je š(n) = n!
∑n

i=0
(−1)i

i!
.

Řešeńı:∑n
i=1 š(n− 1) = n · š(n− 1) = n!

∑n−1
i=0

(−1)i

i!
= š(n)− (−1)n

2. Označme φ(n) počet č́ısel z {1, . . . , n− 1}, která jsou nesoudělná s n. Dokažte, že je-li
pα1
1 · · · pαk

k prvoč́ıselný rozklad č́ısla n, plat́ı:

φ(n) = n ·
(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
.

Řešeńı:
Označme Api = {kpi|1 ≤ k ≤ n

pi
}. Potom počet všech soudělných č́ısel od 1 do n je

∪r
i=1Api . Pak tedy

|Api | =
n

pi

| ∩i∈I Api | = |A∏
i∈I pi

| = n∏
i∈I pi

φ(n) = n−
∑

∅≠I⊂{1,2,...,n}

(−1)|I|+1|
⋂
i∈I

Api | = n−
∑

∅≠I⊂{1,2,...,n}

(−1)|I|+1 n∏
i∈I pi

= n ·
(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pk

)

3. Petr Štědrý pořádá každý večer večeři pro své přátele. Na večeři jsou pozvańı vždy tři
hosté. Kolika zp̊usoby může Petr rozeslat pozvánky pro svých 7 přátel na celý týden tak,
aby každý z těchto sedmi přátel byl alespoň jednou pozván?

Řešeńı:At’ Ai je množina všech pozváńı takových, že přátel i nebyl pozván ani raz.

Počet všech pozváńı je
(
7
3

)7
a tedy počet pozváńı, kdy je pozván každý přátel alespoň

jednoou je(
7

3

)7

− |
7⋃

i=1

Ai| =
(
7

3

)7

−
∑

∅≠I⊂{1,2,...,7}

(−1)|I|+1|
⋂
i∈I

Ai|

=

(
7

3

)7

−
4∑

i=1

(−1)i+1

(
7

i

)(
7− i

3

)7

= 357 − 7 · 207 + 21 · 107 − 35 · 47 + 35 = 55588723470

4. V celoč́ıselné mř́ıžce určete počet nejkratš́ıch cest mezi vrcholy (0, 0) a (10, 10), které
neprocházej́ı žádným z bod̊u (3, 2), (6, 7) a (2, 6).
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Řešeńı:
Odevšech nejkratš́ıch cest odečteme ty nejkratš́ı vedoućı přes některý z daných vrchol̊u

a použijeme PIE.
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+
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