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Kombinatorické pocitani

1. Méjme n stejnych kulicek, které chceme rozmistit do p ocislovanych piihrddek (rozmistujeme
uplné vsechny kulicky). Kolika zptsoby to muzeme udélat, jestlize:

a) v kazdé prihradce muze byt nejvys jedna kulicka?
b) v kazdé prihrddce musi byt aspon jedna kulicka?
¢) neni zddné omezeni na pocet kulicek v prihrddkéch?

A jak se zméni odpoveédi, kdyz budou kulicky ruznobarevné (v tomto piipadé muzete cast
b) preskocit, ukazeme si ji az pozdéji)?

Resenti:
Nerozlisitelné kulicky:

a) Pokud n > p, tak je odpoved 0, protoze v kazdé prihrdadce muze byt nejvys jedna
kulicka. Pokud n < p, tak je odpovéd (fl ), protoze vybirame n prihradek z p a do
téchto piihradek umistujeme kulicky.

b) Pokud n < p, tak je odpoveéd 0, protoze v kazdé prihrddce musi byt aspon jedna
kulicka. Pokud n > p, tak nejdiiv do kazdé piihrdadky ddme jednu kulicku (tim
zajistime, ze v kazdé prihradce bude aspon jedna kulicka) a pak uz zbyva rozmistit
n — p kulicek do p prihrddek bez omezeni. Podle ¢4sti c) je tedy odpoveéd rovna
("5 = (o).

¢) Odpovéd je rovna poctu feseni rovnice z1 + 22+ - -+, = n, kde x; je pocet kulicek
v i-té prihradce a x; > 0. Tento pocet je roven (";f Il) (muzeme si to predstavit jako

usporadani n kulicek a p — 1 prepazek, které déli kulicky do p skupin, pticemz pocet

kulicek pred prvni pirepazkou je pocet kulicek v prvni piihradce, pocet kulicek mezi
prvni a druhou prepazkou je pocet kulicek ve druhé ptihradce atd., tfeba takhle
loool|o] ...).

Ruznobarevné kulicky:

a) Pokud n > p, tak je odpoved 0, protoze v kazdé prihradce muze byt nejvys jedna
kulicka. Pokud n < p, tak je odpoved (ﬁ ) - n!, protoze vybirame n prihradek z p a
do téchto prihrddek umistujeme kulicky (kulicky jsou ruznobarevné, takze zalezi na
poradi).

b) Pokud n < p, tak je odpovéd 0, protoZe v kazdé prihradce musi byt alespon jedna
kulicka. Pokud n > p, tak spoc¢teme pocet moznosti, kdy je alespon jedna prihradka
prazdna. K tomu vyuzijeme princip inkluze a exkluze, ktery bude v kurzu pozdéji.
Oznacme A; jako mnozinu vsech rozdéleni, kde je i-t4 prihradka préazdna. Potom



pocet moznosti, kdy je alespon jedna ptihradka prazdna, je roven
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Celkovy pocet moznosti je p™, takze pocet moznosti, kdy v kazdé ptrihradce je alespon
jedna kulicka, je roven

= (o= (7)) - i—l)i(ﬁ) iy
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c) Odpoved je rovna p™, protoze kazdd kulicka muze byt umisténa do libovolné z p
prihradek.

2. Kolik je k-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2, ..., n} takych, ze neobsahuji 2 po sobé
jdouci cisla?

Reseni:
Necht {ai,...,a;} je k-prvkovd podmnozina mnoziny {1,2,...,n} takové, Ze neob-
sahuje dvé po sobé jdouci ¢isla a plati a1 < as < --- < ai. Pak muzeme vytvofit novou

mnozinu {by, bs, ..., b;}, kde b; = a; — (i — 1).
Pak {b1,bs,...,b} C{1,2,...,n—k+ 1}, protoze a;, < n a tedy

bk:ak—(k;—l)§n—(k—1):n—k:+1

a plati [{b1,b,...,bx}| = k Pokud by totiz b; bylo stejné jako b; pro ¢ > j, pak méme
a,—(i1—1) =a; — (j — 1), tedy a; — a; =i — j, coz znamena, ze a;,aji1,...a; jSOu po
sobé jdouci, coz je v rozporu s predpokladem.

Naopak, pokud {by,b,...,bx} € {1,2,...,n — k + 1}, pficemz by < by... < by, tak
muzeme vytvorit podmnozinu {ay, as, ..., a;} mnoziny {1,2,... ,n} takovou, ze a; = b; +
(1—1) a tato podmnozina nebude obsahovat dvé po sobé jdouci ¢isla. Kdyby a;+1 = a1,
tak b; +1—1+1=0b;41 + 1, z ¢ehoz b; = b;11, coz je spor.

Tim jsme ukazali bijekci mezi k-prvkovymi podmnozinami mnoziny {1,2, ..., n} takymi,
ze neobsahuji dvé po sobé jdouci ¢isla a k-prvkovymi podmnozinami mnoziny {1,2,...,n—
k + 1}. Pocet téchto podmnozin je tedy roven ("_]]:H). U

3. Dvandact kamaradu se domluvilo na hrani volejbalu, ale Jirka na posledni chvili one-
mocnél. Jak se tim zméni pocet moznosti rozdéleni na dva tymy (t.j. z dvou tymu po Sesti
na situaci, kdy v jednom je o hrace min)?

Reseni:

Puvodné jsme méli 12 kamaradu a chtéli jsme je rozdélit na dva tymy po 6. Pocet
moznosti, jak to udélat, je %(162) = % . (151) + (161) = (151) (délime dvéma, protoze nezalezi
na poradi tymu).

Po Jirkové onemocnéni mame 11 kamaradu a chceme je rozdélit na dva tymy, jeden s
5 a druhy s 6. Pocet moznosti, jak to udélat, je (H).

5
Tedy vidime, ze pocet moznosti se odchodem Jirky nezménil. 0



4. Kolik je zpusobu, jak postavit véz z 5 zelenych, 4 ¢ervenych a 3 modrych kostek?
Kostky jedné barvy jsou vzdjemné nerozlisitelné.

Reseni:
Vysledek je o2t
5. Kolika zpusoby lze rozestavit ¢erného a bilého kréale na Sachovnici tak, aby se navzdjem

neohrozovali (t.j. nestédli na sousednich polickéch)?

Reseni:

Pokud bily kral stoji na rohovém policku, tak Cerny kral muze stdt na jednom z
64 — 4 = 60 policek. Pokud bily kral stoji na okrajovém (ale ne rohovém) policku, tak
cerny kral muze stat na jednom z 64 — 6 = 58 policek. Pokud bily kral stoji na vnitinim
policku, tak cerny krél muze stat na jednom z 64 — 9 = 55 policek. Bily kral miuze stat
na 4 rohovych, 24 okrajovych a 36 vnitinich polickach. Celkovy pocet moznosti je tedy

460+ 24 -58 + 36 - 55 = 3612.

O
Kombinac¢ni ¢isla a pocitani dvéma zpusoby
~ n n _ (n+1
6. Dokazte (i) + (,},) = (411
Reseni:
Pocet zpusobt, jak vybrat k + 1 prvka z mnoziny n + 1 prvku, je roven (Zj:) Tento

pocet muzeme spocitat i jinak. Vybereme si jeden prvek z téch n + 1 a pak mame dvé
moznosti:

e tento prvek vybereme - pak uz musime vybrat k prvku z n zbyvajicich, coz muzeme
udelat (Z) zpusoby,

e tento prvek nevybereme - pak musime vybrat k + 1 prvkua z n zbyvajicich, coz
muzeme udélat (kil) zpusoby.

, coz musi byt rovno ("H). O

Celkovy pocet moznosti je tedy (Z) + ( v k41

ki)
7. Dokazte (7) () = () (:75)

Reseni:

Pocet zpusobu, jak vybrat r prvka z mnoziny n prvku a pak z téchto r prvka vybrat k
prvku, je roven (Z) (2) Tento pocet muzeme spocitat i jinak. Nejprve vybereme k prvku
z n prvku, coz muzeme udélat (Z) zpusoby. Pak uz musime vybrat » — k prvku z n — k
zbyvajicich, coz muzeme udélat (f:],:) zpusoby. Celkovy pocet moznosti je tedy (Z) (:‘::),
coz musi byt rovno (:f) (Z) O
8. Dokazte > p_ k(7)) = n2""!

Reseni:
Spocteme, kolik je moznosti jak z m lidi vybrat libovolnou podmnozinu a z této
podmnoziny vybrat jednoho vedouciho. Tento pocet muzeme spocitat dvéma zpusoby:



e Nejprve vybereme podmnozinu o velikosti & (mame na to (Z) moznosti) a pak z této
podmnoziny vybereme vedouctho (mame na to k moznosti). Celkovy pocet moznosti

je tedy > k(Z)

e Nejprve vybereme vedouciho (mame na to n moznosti) a pak uz muzeme vybrat
libovolnou podmnozinu z n— 1 zbyvajicich lidi (mame na to 2"~! moznost{). Celkovy
pocet moznosti je tedy n2" 1.

Tedy > r_o k() = n2m". O

9. Dokazte )., (nﬂ) = (nHH)

(2 s

Resent:
Spocteme, kolik je moznosti jak vybrat podmnoziny velikosti n + 1
z mnoziny {1,2,...,n+r+ 1}. Tento pocet muzeme spocitat dvéma zpusoby:

n+7’+1) — (n—&-’r—f—l).

e Miuzeme to udélat piimo, pocet moznosti je ( A .

e Kazda takova podmnozina obsahuje néjaké nejvetsi ¢islo m. Toto ¢islo muze nabyvat
hodnot od n + 1 do n 4+ r + 1. Pokud je nejvétsi ¢islo m, tak zbyva vybrat n ¢isel
z mnoziny {1,2,...,m — 1}. Pocet moznosti, jak to udélat, je tedy (mrjl) Celkovy
pocet moznosti je tedy

S22 (7)

m=n-+1 =0 =0

Tedy Z::() (n—H) — (n+7‘+1>. 0
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