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Kombinatorické poč́ıtáńı

1.Mějme n stejných kuliček, které chceme rozmı́stit do p oč́ıslovaných přihrádek (rozmı́st’ujeme
úplně všechny kuličky). Kolika zp̊usoby to můžeme udělat, jestliže:

a) v každé přihrádce může být nejvýš jedna kulička?

b) v každé přihrádce muśı být aspoň jedna kulička?

c) neńı žádné omezeńı na počet kuliček v přihrádkách?

A jak se změńı odpovědi, když budou kuličky r̊uznobarevné (v tomto př́ıpadě můžete část
b) přeskočit, ukážeme si ji až později)?

Řešeńı:
Nerozlǐsitelné kuličky:

a) Pokud n > p, tak je odpověd’ 0, protože v každé přihrádce může být nejvýš jedna
kulička. Pokud n ≤ p, tak je odpověd’

(
p
n

)
, protože vyb́ıráme n přihrádek z p a do

těchto přihrádek umist’ujeme kuličky.

b) Pokud n < p, tak je odpověd’ 0, protože v každé přihrádce muśı být aspoň jedna
kulička. Pokud n ≥ p, tak nejdř́ıv do každé přihrádky dáme jednu kuličku (t́ım
zajist́ıme, že v každé přihrádce bude aspoň jedna kulička) a pak už zbývá rozmı́stit
n − p kuliček do p přihrádek bez omezeńı. Podle části c) je tedy odpověd’ rovna(
(n−p)+p−1

p−1

)
=

(
n−1
p−1

)
.

c) Odpověd’ je rovna počtu řešeńı rovnice x1+x2+ · · ·+xp = n, kde xi je počet kuliček
v i-té přihrádce a xi ≥ 0. Tento počet je roven

(
n+p−1
p−1

)
(můžeme si to představit jako

uspořádáńı n kuliček a p−1 přepážek, které děĺı kuličky do p skupin, přičemž počet
kuliček před prvńı přepážkou je počet kuliček v prvńı přihrádce, počet kuliček mezi
prvńı a druhou přepážkou je počet kuliček ve druhé přihrádce atd., třeba takhle
|ooo||o| . . . ).

Různobarevné kuličky:

a) Pokud n > p, tak je odpověd’ 0, protože v každé přihrádce může být nejvýš jedna
kulička. Pokud n ≤ p, tak je odpověd’

(
p
n

)
· n!, protože vyb́ıráme n přihrádek z p a

do těchto přihrádek umist’ujeme kuličky (kuličky jsou r̊uznobarevné, takže zálež́ı na
pořad́ı).

b) Pokud n < p, tak je odpověd’ 0, protože v každé přihrádce muśı být alespoň jedna
kulička. Pokud n ≥ p, tak spočteme počet možnost́ı, kdy je alespoň jedna přihrádka
prázdná. K tomu využijeme princip inkluze a exkluze, který bude v kurzu později.
Označme Ai jako množinu všech rozděleńı, kde je i-tá přihrádka prázdná. Potom
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počet možnost́ı, kdy je alespoň jedna přihrádka prázdná, je roven

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ap| =
p∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤p

|Ai ∩ Aj|+
∑

1≤i<j<k≤p

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| − · · ·

=

(
p

1

)
(p− 1)n −

(
p

2

)
(p− 2)n + · · ·+ (−1)p−1

(
p

p− 1

)
1n.

Celkový počet možnost́ı je pn, takže počet možnost́ı, kdy v každé přihrádce je alespoň
jedna kulička, je roven

pn −
((

p

1

)
(p− 1)n + · · ·+ (−1)p−1

(
p

p− 1

)
1n
)

=

p−1∑
i=0

(−1)i
(
p

i

)
(p− i)n.

c) Odpověd’ je rovna pn, protože každá kulička může být umı́stěna do libovolné z p
přihrádek.

2. Kolik je k-prvkových podmnožin množiny {1, 2, . . . , n} takých, že neobsahuj́ı 2 po sobě
jdoućı č́ısla?

Řešeńı:
Necht’ {a1, . . . , ak} je k-prvková podmnožina množiny {1, 2, . . . , n} taková, že neob-

sahuje dvě po sobě jdoućı č́ısla a plat́ı a1 < a2 < · · · < ak. Pak můžeme vytvořit novou
množinu {b1, b2, . . . , bk}, kde bi = ai − (i− 1).

Pak {b1, b2, . . . , bk} ⊆ {1, 2, . . . , n− k + 1}, protože ak ≤ n a tedy

bk = ak − (k − 1) ≤ n− (k − 1) = n− k + 1

a plat́ı |{b1, b2, . . . , bk}| = k Pokud by totiž bi bylo stejné jako bj pro i > j, pak máme
ai − (i − 1) = aj − (j − 1), tedy ai − aj = i − j, což znamená, že aj, aj+1, . . . ai jsou po
sobě jdoućı, což je v rozporu s předpokladem.

Naopak, pokud {b1, b2, . . . , bk} ⊆ {1, 2, . . . , n − k + 1}, přičemž b1 < b2 . . . < bk, tak
můžeme vytvořit podmnožinu {a1, a2, . . . , ak} množiny {1, 2, . . . , n} takovou, že ai = bi+
(i−1) a tato podmnožina nebude obsahovat dvě po sobě jdoućı č́ısla. Kdyby ai+1 = ai+1,
tak bi + i− 1 + 1 = bi+1 + i, z čehož bi = bi+1, což je spor.

T́ım jsme ukázali bijekci mezi k-prvkovými podmnožinami množiny {1, 2, . . . , n} takými,
že neobsahuj́ı dvě po sobě jdoućı č́ısla a k-prvkovými podmnožinami množiny {1, 2, . . . , n−
k + 1}. Počet těchto podmnožin je tedy roven

(
n−k+1

k

)
. □

3. Dvanáct kamarád̊u se domluvilo na hrańı volejbalu, ale Jirka na posledńı chv́ıli one-
mocněl. Jak se t́ım změńı počet možnost́ı rozděleńı na dva týmy (t.j. z dvou týmů po šesti
na situaci, kdy v jednom je o hráče mı́ň)?

Řešeńı:
Původně jsme měli 12 kamarád̊u a chtěli jsme je rozdělit na dva týmy po 6. Počet

možnost́ı, jak to udělat, je 1
2

(
12
6

)
= 1

2
·
(
11
5

)
+
(
11
6

)
=

(
11
5

)
(děĺıme dvěma, protože nezálež́ı

na pořad́ı týmů).
Po Jirkově onemocněńı máme 11 kamarád̊u a chceme je rozdělit na dva týmy, jeden s

5 a druhý s 6. Počet možnost́ı, jak to udělat, je
(
11
5

)
.

Tedy vid́ıme, že počet možnost́ı se odchodem Jirky nezměnil. □
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4. Kolik je zp̊usob̊u, jak postavit věž z 5 zelených, 4 červených a 3 modrých kostek?
Kostky jedné barvy jsou vzájemně nerozlǐsitelné.

Řešeńı:
Výsledek je 12!

5!4!3!
.

5. Kolika zp̊usoby lze rozestavit černého a b́ılého krále na šachovnici tak, aby se navzájem
neohrožovali (t.j. nestáli na sousedńıch poĺıčkách)?

Řešeńı:
Pokud b́ılý král stoj́ı na rohovém poĺıčku, tak černý král může stát na jednom z

64 − 4 = 60 poĺıček. Pokud b́ılý král stoj́ı na okrajovém (ale ne rohovém) poĺıčku, tak
černý král může stát na jednom z 64− 6 = 58 poĺıček. Pokud b́ılý král stoj́ı na vnitřńım
poĺıčku, tak černý král může stát na jednom z 64 − 9 = 55 poĺıček. B́ılý král může stát
na 4 rohových, 24 okrajových a 36 vnitřńıch poĺıčkách. Celkový počet možnost́ı je tedy

4 · 60 + 24 · 58 + 36 · 55 = 3612.

□

Kombinačńı č́ısla a poč́ıtáńı dvěma zp̊usoby

6. Dokažte
(
n
k

)
+
(

n
k+1

)
=

(
n+1
k+1

)
Řešeńı:
Počet zp̊usob̊u, jak vybrat k + 1 prvk̊u z množiny n+ 1 prvk̊u, je roven

(
n+1
k+1

)
. Tento

počet můžeme spoč́ıtat i jinak. Vybereme si jeden prvek z těch n + 1 a pak máme dvě
možnosti:

• tento prvek vybereme - pak už muśıme vybrat k prvk̊u z n zbývaj́ıćıch, což můžeme
udělat

(
n
k

)
zp̊usoby,

• tento prvek nevybereme - pak muśıme vybrat k + 1 prvk̊u z n zbývaj́ıćıch, což
můžeme udělat

(
n

k+1

)
zp̊usoby.

Celkový počet možnost́ı je tedy
(
n
k

)
+
(

n
k+1

)
, což muśı být rovno

(
n+1
k+1

)
. □

7. Dokažte
(
n
r

)(
r
k

)
=

(
n
k

)(
n−k
r−k

)
Řešeńı:
Počet zp̊usob̊u, jak vybrat r prvk̊u z množiny n prvk̊u a pak z těchto r prvk̊u vybrat k

prvk̊u, je roven
(
n
r

)(
r
k

)
. Tento počet můžeme spoč́ıtat i jinak. Nejprve vybereme k prvk̊u

z n prvk̊u, což můžeme udělat
(
n
k

)
zp̊usoby. Pak už muśıme vybrat r − k prvk̊u z n − k

zbývaj́ıćıch, což můžeme udělat
(
n−k
r−k

)
zp̊usoby. Celkový počet možnost́ı je tedy

(
n
k

)(
n−k
r−k

)
,

což muśı být rovno
(
n
r

)(
r
k

)
. □

8. Dokažte
∑n

k=0 k
(
n
k

)
= n2n−1

Řešeńı:
Spočteme, kolik je možnost́ı jak z n lid́ı vybrat libovolnou podmnožinu a z této

podmnožiny vybrat jednoho vedoućıho. Tento počet můžeme spoč́ıtat dvěma zp̊usoby:
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• Nejprve vybereme podmnožinu o velikosti k (máme na to
(
n
k

)
možnost́ı) a pak z této

podmnožiny vybereme vedoućıho (máme na to k možnost́ı). Celkový počet možnost́ı
je tedy

∑n
k=0 k

(
n
k

)
.

• Nejprve vybereme vedoućıho (máme na to n možnost́ı) a pak už můžeme vybrat
libovolnou podmnožinu z n−1 zbývaj́ıćıch lid́ı (máme na to 2n−1 možnost́ı). Celkový
počet možnost́ı je tedy n2n−1.

Tedy
∑n

k=0 k
(
n
k

)
= n2n−1. □

9. Dokažte
∑r

i=0

(
n+i
i

)
=

(
n+r+1

r

)
Řešeńı:
Spočteme, kolik je možnost́ı jak vybrat podmnožiny velikosti n+ 1

z množiny {1, 2, . . . , n+ r + 1}. Tento počet můžeme spoč́ıtat dvěma zp̊usoby:

• Můžeme to udělat př́ımo, počet možnost́ı je
(
n+r+1
n+1

)
=

(
n+r+1

r

)
.

• Každá taková podmnožina obsahuje nějaké největš́ı č́ıslom. Toto č́ıslo může nabývat
hodnot od n + 1 do n + r + 1. Pokud je největš́ı č́ıslo m, tak zbývá vybrat n č́ısel
z množiny {1, 2, . . . ,m− 1}. Počet možnost́ı, jak to udělat, je tedy

(
m−1
n

)
. Celkový

počet možnost́ı je tedy

n+r+1∑
m=n+1

(
m− 1

n

)
=

r∑
i=0

(
n+ i

n

)
=

r∑
i=0

(
n+ i

i

)
.

Tedy
∑r

i=0

(
n+i
i

)
=

(
n+r+1

r

)
. □
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