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Rovinné grafy
1. Ukazte, Ze pocet stén v rovinném nakresleni grafu s n > 3 vrcholy je nejvyse 2n — 4.

Reseni:
Pro rovinné grafy s |V| > 3 plati |E| < 3|V| — 6 a podle Eulerova vzorce

2= VI |E[+|F| 2 [V] =3|V]+6 +[F| =6 = 2[V| + [ F|
a tedy 2(|V| —2) > |F|.

2. Dokazte, ze pro graf nakresleny do roviny, ktery ma v vrcholt, e hran, f stén a k
komponent souvislosti, plati v + f = e + k + 1.

Resent:
Pro kazdou komponentu plati Eulerav vzorec |V;| — |E;| + |F;| = 2. Secteme-li tyto
rovnice pres vSechny komponenty, dostaneme
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Protoze [V] = X4, [Vil, |B] = 4, | Bl a |F| = S5, || - (k- 1), dostévéme
VI=IEl+ (Fl+k—1) = 2k,

coz lze upravit na pozadovany tvar v + f = e+ k + 1.

3. Vymyslete obdobny odhad jako ve Vété o odhadu hran na pocet hran vzhledem k poctu
vrcholu v rovinném grafu, ktery neobsahuje zadny trojcyklus ani ¢tyfcyklus jako podgraf.

Reseni:

Kazda sténa grafu, kde je alespon 5 hran je ohranicena nejméné 5 hranami, kazda hrana
je soucasti nejvic dvou stén, tedy 5| F| < 2|E|. Z Eulerova vzorce dostaneme 2+ |E|—|V| =
|F| < 2|E|, coz lze upravit na |E| < 2(|V] — 2).

4. Ukazte, ze doplnék rovinného grafu s 11 vrcholy nemuze byt rovinny, a najdéte piiklad
co nejvétsiho rovinného grafu, jehoz doplnék je rovinny.

Reseni:Rovinny graf s 11 vrcholy mé nejvyse 3- 11 — 6 = 27 hran. Doplnék grafu mé
tedy nejméneé (121) —27 = 55—27 = 28 hran a dle véty o odhadu hran neni rovinny. Pro zby-
tek TeSeni viz http://matematika.reseneulohy.cz/4114/doplnky-rovinnych-grafu.

5*. Ukazte, ze hrany kazdého rovinného grafu lze zorientovat tak, ze kazdy vrchol mé
vystupni stupen nejvyse 3.

Resent:
Pro rovinny graf G zestrojime bipartitni graf s partitami A, B, kde v A jsou hrany grafu
G a v B jsou vrcholy grafu G, kazdy nakopirovany 3-krat. Hrana mezi e v A a vrcholem v



v B existuje praveé tehdy, kdyz hrana e je incidentni s vrcholem v v grafu G (v € e). Pak
pro libovolnou alespon dvojprvkovou podmnozinu hran F' grafu G ozna¢me X mnozinu
vrcholu v G, které jsou incidentni s alespon jednou hranou z F. Plati |F| < 3|X| — 6,
protoze podgraf grafu G tvoreny vrcholmi X je rovinny. Protoze v B je kazdy z vrcholu
X nakopirovan 3-krét, 3|X| > |F|, je splnéna Hallova podminka pro existenci perfektniho
ptitazeni v bipartitnim grafu. (Pro jednoprvkové podmnoziny F' je podminka splnéna
trividlné.) Hrany tedy zorientujeme tak, ze hrana e sméruje od vrcholu v v B, ke kterému
je prirazena. Kazdy vrchol v G ma tedy vystupni stupen nejvyse 3. Pro detaily o Hallové
podmince viz tfeba https://cs.wikipedia.org/wiki/Hallova_v7C4%9Bta.

Barevnost grafa

6. Jakou barevnost mé cesta na n > 2 vrcholech? A co kruznice na n vrcholech? Jakou
barevnost muze mit strom? Jakou nejvétsi barevnost muze mit graf, v némz kazdy vrchol
ma stupen nejvyse 1007

Resenti:
X(P,) =2, x(Cy) = 2 prosudé n a x(C,) = 3 pro liché n. Stromy jsou 2-barevné. Graf
s maximalnim stupném 100 muze mit barevnost nejvyse 101 (napf. uplny graf K;01).

7. Ukazte, ze kazdy graf s maximalnim stupném d je (d + 1)-barevny.

Reseni:

Obarvime vrcholy postupné, vzdy vybereme neobarveny vrchol a obarvime ho nejmensi
moznou barvou. Protoze kazdy vrchol méa nejvyse d sousedil, vzdy bude k dispozici alespon
jedna z d + 1 barev.

8. Dokazte, ze rovinny graf bez trojuhelniku jde obarvit ¢tyfmi barvami.

Reseni:

Necht G je rovinny graf bez trojihelniku. Podle véty o odhadu hran mé |E| < 2|V|—4.
Z toho plyne, ze prumérny stupen vrcholu je mensi nez 4, tedy existuje vrchol v se stupném
nejvyse 3. Odebereme-li tento vrchol, zustane ndm mensi rovinny graf bez trojihelniku,
ktery podle indukéniho predpokladu lze obarvit ¢tyfmi barvami. Vrchol v pak muzeme
obarvit jednou ze ¢tyt barev, kterd neni pouzita jeho sousedy (protoze jich mé nejvyse
3).

9. Kaktus je zobecnéni stromu: souvisly graf, ve kterém kazda hrana lezi na nejvyse
jednom cyklu. (Jinymi slovy lze ho vytvorit postupnym lepenim cyklu a samostatnych
hran za vrcholy tak, aby nevznikl zaddny dalsi cyklus.) Dokazte, ze kaktusy maji barevnost
nejvyse 3.

ReSeni:Viz http://matematika.reseneulohy.cz/4327/barevnost-kaktusu
10*. Pomoci véty o ¢tyfech barvach dokazte, ze v kazdém rovinném 3-reguldrnim grafu

(kazdy vrchol mé stupen 3) bez mostii muzeme obarvit hrany tfema barvami (tak, aby
hrany sdilejici vrchol mély ruznou barvu).

Reseni:Z véty o ¢tyfFech barvach plyne, ze stény grafu G lze obarvit ¢tyfmi barvami.
Kazda hrana sousedi s pravé dvéma sténami (graf je bez mostu), hrany tedy obarvime
nasledovné:



e hrany mezi sténami obarvenymi barvami 1 a 2 nebo barvami 3 a 4 obarvime barvou

A

Y

e hrany mezi sténami obarvenymi barvami 1 a 3 nebo barvami 2 a 4 obarvime barvou

B

Y

e hrany mezi sténami obarvenymi barvami 1 a 4 nebo barvami 2 a 3 obarvime barvou

C.

Protoze kazdy vrchol je na hranici pravé ti{ stén, hrany vychézejici z onoho vrcholu budou
mit ruzné barvy.

11*(Shortlist 2016 C8). Urcete nejmensi k, pro které lze obarvit k policek tabulky
2n x 2n cervené tak, aby platilo nasledujici: existuje pravé jedno vydlazdéni dominy
takové, ze zadné domino neobsahuje dvé cervena policka.

Resenti:
Viz https://www.imo-official.org/problems/IM02016SL.pdf, strana 48



