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1. októbra 2025

Matematická indukce

1. Dokažte matematickou indukćı 4 | (6n2 + 2n).

Řešeńı:
Pro n = 1 plat́ı 6 · 12 + 2 · 1 = 8, což je dělitelné 4. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı

pro nějaké n ∈ N, tedy 4 | (6n2 + 2n). Ukážeme, že pak tvrzeńı plat́ı i pro n+ 1:

6(n+ 1)2 + 2(n+ 1) = 6(n2 + 2n+ 1) + 2(n+ 1)

= (6n2 + 2n) + 4(3n+ 2).

Z předpokladu v́ıme, že 6n2 + 2n je dělitelné 4 a 4(3n+ 2) je také dělitelné 4, tedy jejich
součet je také dělitelný 4, č́ımž je tvrzeńı dokázáno. □

2. Dokažte Moivrovu větu: (cosα + i sinα)n = cos(nα) + i sin(nα).

Řešeńı:
Pro n = 1 plat́ı (cosα + i sinα)1 = cosα + i sinα. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı

pro nějaké n ∈ N, tedy

(cosα + i sinα)n = cos(nα) + i sin(nα).

Ukážeme, že pak tvrzeńı plat́ı i pro n+ 1:

(cosα + i sinα)n+1 = (cosα + i sinα)n(cosα + i sinα)

= (cos(nα) + i sin(nα))(cosα + i sinα)

= cos(nα) cosα− sin(nα) sinα + i(sin(nα) cosα + cos(nα) sinα)

= cos((n+ 1)α) + i sin((n+ 1)α),

kde při posledńı rovnosti použijeme součtové vzorce pro cos a sin. □
3. Dokažte

∑n
i=1 i =

1
2
(n2 + n).

Řešeńı:
Pro n = 1 plat́ı

∑1
i=1 i = 1 = 1

2
(12 + 1). Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaké

n ∈ N, tedy
∑n

i=1 i =
1
2
(n2 + n). Ukážeme, že pak tvrzeńı plat́ı i pro n+ 1:

n+1∑
i=1

i =
n∑

i=1

i+ (n+ 1)

=
1

2
(n2 + n) + (n+ 1)

=
1

2
(n2 + n+ 2n+ 2)

=
1

2
((n+ 1)2 + (n+ 1)),

č́ımž je tvrzeńı dokázáno. □
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4. Dokažte
∑n

i=1 i
2 = 1

6
n(n+ 1)(2n+ 1).

Řešeńı:
Pro n = 1 plat́ı

∑1
i=1 i

2 = 1 = 1
6
· 1 · (1 + 1) · (2 · 1 + 1). Předpokládejme, že tvrzeńı

plat́ı pro nějaké n ∈ N, tedy
∑n

i=1 i
2 = 1

6
n(n+ 1)(2n+ 1). Ukážeme, že pak tvrzeńı plat́ı

i pro n+ 1:

n+1∑
i=1

i2 =
n∑

i=1

i2 + (n+ 1)2

=
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) + (n+ 1)2

=
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) +

6(n+ 1)2

6

=
(n+ 1)(n(2n+ 1) + 6(n+ 1))

6

=
(n+ 1)(2n2 + n+ 6n+ 6)

6

=
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6

=
1

6
(n+ 1)((n+ 1) + 1)(2(n+ 1) + 1),

č́ımž je tvrzeńı dokázáno. □

5. Dokažte
∏n

i=2
i−1
i

= 1
n

Řešeńı:
Pro n = 2 plat́ı

∏2
i=2

i−1
i

= 2−1
2

= 1
2
. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaké

n ∈ N, tedy
∏n

i=2
i−1
i

= 1
n
. Ukážeme, že pak tvrzeńı plat́ı i pro n+ 1:

n+1∏
i=2

i− 1

i
=

(
n∏

i=2

i− 1

i

)
· (n+ 1)− 1

n+ 1
=

1

n
· n

n+ 1
=

1

n+ 1
,

č́ımž je tvrzeńı dokázáno. □

6. Dokažte
∑n

k=0

(
n
k

)
= 2n

Řešeńı:
Pro n = 0 plat́ı

∑0
k=0

(
0
k

)
=
(
0
0

)
= 1 = 20. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaké

n ∈ N, tedy
∑n

k=0

(
n
k

)
= 2n. Ukážeme, že pak tvrzeńı plat́ı i pro n+ 1:

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
=

(
n+ 1

0

)
+

(
n+ 1

n+ 1

)
+

n∑
k=1

((
n

k

)
+

(
n

k − 1

))

=

(
n

0

)
+

(
n

n

)
+

n∑
k=1

(
n

k

)
+

n−1∑
k=0

(
n

k

)
= 2

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2 · 2n = 2n+1,

kde jsme při prvńı rovnosti využili Pascal̊uv vzorec a při třet́ı rovnosti předpoklad in-
dukce. □
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7. Na šachovnici o rozměrech 2n × 2n jedno náhodně vybrané poĺıčko chyb́ı. Ukažte, že
zbylou plochu lze vydláždit dlaždicemi, která maj́ı tvar ”L“ a přitom zab́ıraj́ı tři poĺıčka.

Řešeńı:
Pro n = 1 je šachovnice o rozměrech 2×2 a pokud jedno poĺıčko chyb́ı, zbylá tři poĺıčka

tvoř́ı tvar ”L”, takže tvrzeńı plat́ı. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaké n ∈ N, tedy
že šachovnici o rozměrech 2n × 2n s jedńım chyběj́ıćım poĺıčkem lze vydláždit dlaždicemi
tvaru ”L”. Ukážeme, že pak tvrzeńı plat́ı i pro n+1. Šachovnici o rozměrech 2n+1 × 2n+1

rozděĺıme na čtyři čtverce o rozměrech 2n×2n. Jedno z těchto poĺıček má chyběj́ıćı poĺıčko,
takže podle indukčńıho předpokladu lze tento čtverec vydláždit dlaždicemi tvaru ”L”. Pak
umı́st́ıme dlaždicu tvaru L tak, aby v každém ze zbylých 3 čtverc̊u pokryla právě jedno
poĺıčko(nakreslete si obrázek). Pak opět podle indukčńıho předpokladu lze každý ze tř́ı
čtverc̊u vydláždit dlaždicemi tvaru ”L”, č́ımž je tvrzeńı dokázáno. □

8*. Möbiova funkce je definována jako

µ(n) =


1, pokud n = 1,

(−1)r, pokud n = p1p2 · · · pr pro prvoč́ısla p1, . . . , pr,

0, pokud existuje prvoč́ıslo p t.ž. p2 | n.

Nejdř́ıv dokažte, že pro n > 1 plat́ı ∑
d|n

µ(d) = 0

a pak využijte tento fakt k d̊ukazu toho, že součet primitivńıch n-tých odmocnin z jedné
je roven µ(n). (Primitivńı n-tá odmocnina z jedné je komplexńı č́ıslo z takové, že zn = 1
a zároveň zk ̸= 1 pro žádné přirozené 0 < k < n.)

Řešeńı:
Nejdř́ıv dokažme, že pro n > 1 plat́ı

∑
d|n µ(d) = 0. Stač́ı se kouknout pouze na takové

dělitele d, že µ(d) ̸= 0, což je 1 a pak dělitele, kteř́ı jsou součinem r̊uzných prvoč́ısel (ale
žádné z prvoč́ısel se tam nevyskytuje ve vyšš́ı mocnině než 1). Pokud je n rozložené na
prvoč́ısla jako n = pe11 pe22 · · · perr , pak každý takový dělitel d je určen výběrem podmnožiny
z množiny {p1, p2, . . . , pr} (prázdná podmnožina odpov́ıdá děliteli 1). Tedy∑

d|n

µ(d) =
∑

S⊆{p1,p2,...,pr}

(−1)|S| =
r∑

k=0

(
r

k

)
(−1)k = (1− 1)r = 0.

Všimnime si, že polynom xn− 1 má kořeny právě n-té odmocniny z jedné (ale ne všechny
jsou primitivńı). Můžeme tedy psát

xn − 1 =
n∏

k=1

(x− ωk
n),

kde ωn = e2πi/n, to komplexńı č́ıslo na jednotkové kružnici, které s kladnou reálnou polo-
osou sv́ırá úhel 2π

n
. Porovnáńım koeficient̊u na pravé a levé straně dostaneme, že

0 =
n∑

k=1

ωk
n =

∑
d|n

∑
1≤k≤n

gcd(k,n)=1

ωdk
n =

∑
d|n

∑
1≤k≤n

gcd(k,n)=1

ωk
n
d
=
∑
d|n

∑
1≤k≤n

gcd(k,n)=1

ωk
d .
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A ted’ použijeme silnou indukci podle n. Pro n = 1 plat́ı
∑1

k=1 ω
k
1 = ω1

1 = 1 = µ(1). Nyńı
předpokládejme, že n > 1 a součet primitivńıch m-tých odmocnin z jedné je roven µ(m)
pro všechna přirozená č́ısla m < n. Protože je n > 1, dostáváme

0 =
n∑

k=1

ωk
n =

∑
d|n

∑
1≤k≤n

gcd(k,n)=d

ωk
n =

∑
d|n

∑
1≤k≤n

gcd(k,n)=1

ωk
n
d
=
∑
d|n

∑
1≤k≤n

gcd(k,n)=1

ωk
d ,

=
∑
d|n
d<n

µ(d) +
∑

1≤k≤n
gcd(k,n)=1

ωk
n =

∑
d|n

µ(d)

− µ(n) +
∑

1≤k≤n
gcd(k,n)=1

ωk
n

= 0− µ(n) +
∑

1≤k≤n
gcd(k,n)=1

ωk
n,

kde při prechodu do druhého řádku rovnost́ı využ́ıváme indukčńı předpoklad. Z posledńıho
řádku tedy máme

∑
1≤k≤n

gcd(k,n)=1
ωk
n = µ(n), č́ımž je tvrzeńı dokázáno. □

Princip holubńıku

9. Na šachovnici 8 × 8 stoj́ı 33 věž́ı. Dokažte, že z nich lze vybrat 5, které se vzájemně
neohrožuj́ı.

Řešeńı:
Uvažujme následuj́ıćı rozděleńı šachovnice na 8 skupin:

8 7 6 5 4 3 2 1

1 8 7 6 5 4 3 2

2 1 8 7 6 5 4 3

3 2 1 8 7 6 5 4

4 3 2 1 8 7 6 5

5 4 3 2 1 8 7 6

6 5 4 3 2 1 8 7

7 6 5 4 3 2 1 8

Všimnime si, že věže stoj́ıćı na poĺıčkách se stejným č́ıslem (v stejné skupině) se vzájemně
neohrožuj́ı. Když nám na šachovnici stoj́ı 33 věž́ı a máme jen 8 skupin, tak podle prin-
cipu holubńıku alespoň jedna skupina muśı obsahovat alespoň 5 věž́ı. Tyto věže se pak
vzájemně neohrožuj́ı. □

10. Najděte co nejdeľśı aritmetickou posloupnost přirozených č́ısel s diferenćı 60, která je
tvořena samými prvoč́ısly

Řešeńı:
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Uvažujme aritmetickou posloupnost přirozených č́ısel s diferenćı 60 a prvńım členem a,
tedy a, a+60, a+120, a+180, a+240, a+300, a+360 a předpokládejme, že jsou to všechno
prvoč́ısla. Pokud je a dělitelné 7, tak už nutně a = 7, jenomže pak a + 180 = 11 × 17.
Můžeme tedy předpokládat, že a neńı dělitelné 7 a protože 7 < a + 60 < a + 120 <
a + 180 < a + 240 < a + 300 < a + 360, tak ani žádný z těchto člen̊u neńı dělitelný
7. Takže tyto č́ısla dávaj́ı zbytky po děleńı 7 z množiny {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Protože máme 7
člen̊u a jenom 6 možných zbytk̊u, tak podle principu holubńıku alespoň dva členy muśı
dávat stejný zbytek po děleńı 7. Pak tedy máme 7 | ((a + 60k) − (a + 60l)) pro nějaká
0 ≤ l < k ≤ 6, což znamená, že 7 | 60(k − l). Protože 7 a 60 jsou nesoudělná, tak muśı
platit 7 | (k − l), což je ale nemožné, protože 0 < k − l ≤ 6. T́ım sme dokázali, že v arit-
metické posloupnosti s diferenćı 60 nemůže být v́ıce než 6 prvoč́ısel. Př́ıklad aritmetické
posloupnosti s 6 prvoč́ısly je 11, 71, 131, 191, 251, 311. □

11. Během cvičeńı z diskrétky, na které se dostavilo pouze pět student̊u, každý z těchto
student̊u právě dvakrát usnul. Ke každé dvojici těchto student̊u existoval okamžik, kdy
spali oba z dvojice současně. Dokažte, že existoval okamžik, kdy spali alespoň tři studenti
současně.

Řešeńı:
Rozdělme si časovou osu na intervaly, kde nový interval zač́ıná vždy tehdy, když někdo

usne. Máme tedy 5 × 2 = 10 interval̊u. Zároveň v́ıme, že ke každé dvojici student̊u exis-
toval okamžik, kdy spali oba z dvojice současně, takovýchto okamžik̊u je

(
5
2

)
= 10. Pro

spor předpokládejme, že v každém okamžiku spali nejvýše dva studenti. Pak každý inter-
val může obsahovat nejvýše jeden z těchto okamžik̊u (jinak by v něm spali tři studenti
současně). Protože v prvńım intervalu sṕı jenom jeden student, tak tento interval ne-
obsahuje žádný z okamžik̊u. Z principu holubńıku tedy alespoň jeden z interval̊u muśı
obsahovat alespoň dva z těchto okamžik̊u, č́ımž dostáváme spor. A tedy musel existovat
okamžik, kdy spali alespoň tři studenti současně. □
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