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Matematicka indukce
1. Dokazte matematickou indukef 4 | (6n? + 2n).

Reseni:

Pron =1plati 6-12 +2-1 = 8, coz je délitelné 4. Piedpokladejme, Ze tvrzeni plati
pro n&jaké n € N, tedy 4 | (6n? + 2n). Ukazeme, Ze pak tvrzeni plati i pro n + 1:

6(n+1)>+2(n+1)=6(n*+2n+1)+2(n+1)
= (6n? + 2n) + 4(3n + 2).

Z piedpokladu vime, ze 6n? + 2n je délitelné 4 a 4(3n + 2) je také délitelné 4, tedy jejich
soucet je také délitelny 4, ¢imz je tvrzeni dokazano. O

2. Dokazte Moivrovu vétu: (cos a + isina)” = cos(na) + isin(na).
Resent:

Pro n = 1 plati (cosa + isina)
pro néjaké n € N, tedy

' = cosa + isin . Predpokladejme, Ze tvrzeni plati

(cosa + isina)” = cos(na) + isin(na).

Ukéazeme, ze pak tvrzeni plati i pro n + 1:

(cosa +isina)™™! = (cosa + isina)”(cosa + isina)
= (cos(na) + isin(na))(cos a + isin @)
= cos(na) cos a — sin(na) sin o + i(sin(na) cos a + cos(na) sin a)
= cos((n+ 1)a) +isin((n + 1)a),
kde pfi posledni rovnosti pouzijeme souctové vzorce pro cos a sin. 0

3. Dokazte Y i ;i = 2(n® + n).

Reseni:
Pro n = 1 plati Z}Zli =1= %(12 + 1). Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro néjaké
neN, tedy D7 i = %(n2 + n). Ukazeme, ze pak tvrzeni plati i pro n + 1:

n+1 n

di=> it (n+1)
i=1 i=1
Lo o
= S 4+ ()
1
= §(n2+n+2n+2)
1
= 5((n+1)"+ (n+1)),
¢imz je tvrzeni dokazano. U



4. Dokazte Y7 i* = ¢n(n+1)(2n + 1).

Reseni:

Pron =1platf 3 2 =1= §-1-(141)-(2-1+1). Predpoklddejme, Ze tvrzent
plati pro néjaké n € N, tedy Y i, i* = %n(n +1)(2n + 1). Ukazeme, ze pak tvrzeni plati
1pron+ 1:

n+1

Zz —Zz + n—i—

—n(n+1)2n + 1)+ (n+1)?

G
1 1)
= 6n(n+1)(2n+1)+@

_ (n+1)(n(2n+1) +6(n + 1))
6
_ (n+1)(2n* + n+6n+6)
6
_ (41 +2)(2n+3)
6
= S (1) + )0+ 1)+ 1),

¢imz je tvrzeni dokézano. U

5. Dokazte [, =t =2

n

Reseni:

Pron = 2 plam Hz 2 =1 = 1 = 2 Piedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro n¢jaké

neN, tedy [, = l. - L Ukazeme, 7e pak tvrzeni plati i pro n + 1:

ﬁi—l_ ﬁ@'—1 n+1)—1 1 =n 1
S et S n+1  n n+l n+1
¢imz je tvrzeni dokézano. 0

6. Dokazte Y, (}) = 2"

ResSeni:

Pro n = 0 plati 22:0 (Z) = (8) =1 = 2° Piedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké

neN, tedy > 7, (Z) = 2". Ukéazeme, ze pak tvrzeni plati i pro n + 1:
n+1 n
Z n+1 n+1 n+1 Z
( k)_< 0 ) <”+1>+ (() ( 1))
k=0
n—1
n n Z n n
k=1 k=0

— - n _ n __ on+l
_22<k)_2-2 = om+l
k=0

kde jsme pri prvni rovnosti vyuzili Pascaluv vzorec a pri tfeti rovnosti predpoklad in-
dukece. 0



7. Na sachovnici o rozmérech 2™ x 2" jedno ndhodné vybrané policko chybi. Ukazte, ze
zbylou plochu lze vydlazdit dlazdicemi, kterda maji tvar "L“ a pritom zabiraji tii policka.

Reseni:

Pro n = 1 je Sachovnice o rozmérech 2 x 2 a pokud jedno policko chybi, zbyla tti policka
tvori tvar " L”, takze tvrzeni plati. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n € N, tedy
ze Sachovnici o rozmeérech 2" x 2" s jednim chybéjicim polickem lze vydlazdit dlazdicemi
tvaru "L”. Uk4zeme, 7ze pak tvrzeni plati i pro n+ 1. Sachovnici o rozmérech 27! x 27+
rozdélime na ¢tyti ¢tverce o rozmérech 2" x 2", Jedno z téchto policek ma chybéjici policko,
takze podle indukéniho predpokladu Ize tento ¢tverec vydlazdit dlazdicemi tvaru ”L”. Pak
umistime dlazdicu tvaru L tak, aby v kazdém ze zbylych 3 ¢tvercu pokryla préavé jedno
policko(nakreslete si obrézek). Pak opét podle indukéniho predpokladu lze kazdy ze tif
¢tvercu vydlazdit dlazdicemi tvaru ”L”, ¢imz je tvrzeni dokazano. 0

8*. Mobiova funkce je definovdna jako

1, pokud n =1,
p(n) = (=1)", pokud n = pip;---p, pro prvocisla pi, ..., pr,
0, pokud existuje prvocislo p t.z. p* | n.

Nejdriv dokazte, ze pro n > 1 plati

> u(d)=0

dn

a pak vyuzijte tento fakt k dukazu toho, ze soucet primitivnich n-tych odmocnin z jedné
je roven p(n). (Primitivni n-t4 odmocnina z jedné je komplexni éislo z takové, ze 2™ = 1
a zdroven z* # 1 pro zadné piirozené 0 < k < n.)

Reseni:

Nejdifv dokazme, ze pro n > 1 plati >, u(d) = 0. Staci se kouknout pouze na takové
deélitele d, ze p(d) # 0, coz je 1 a pak délitele, ktefi jsou soucinem ruznych prvocisel (ale
zadné z prvocisel se tam nevyskytuje ve vyssi mocniné nez 1). Pokud je n rozlozené na
prvocisla jako n = p{'ps* - - - pir, pak kazdy takovy délitel d je urcen vybérem podmnoziny
z mnoziny {p1,ps,...,pr} (prazdnd podmnozina odpovidé déliteli 1). Tedy

douldy = D (=)E=) (D(—l)’“ —(1-17 =0

dn SC{p1.p2,.-.pr} k=0

Vsimnime si, ze polynom z™ — 1 m4 kofeny pravé n-té odmocniny z jedné (ale ne viechny
jsou primitivni). Muzeme tedy psat

kde w, = €™/ to komplexni ¢islo na jednotkové kruznici, které s kladnou redlnou polo-
osou svira thel %T Porovnanim koeficientu na pravé a levé strané dostaneme, ze

R R D S D D R I

din  1<k<n 1<k<n dln  1<k<n
ged(k,n)=1 ged(k,n)=1 ged(k,n)=1



A ted pouzijeme silnou indukci podle n. Pro n = 1 platf 3, _, w¥ = wl =1 = p(1). Nynf

predpoklddejme, ze n > 1 a soucet primitivnich m-tych odmocnin z jedné je roven u(m)
pro vSechna pfirozena cisla m < n. Protoze je n > 1, dostavame

O—iwﬁ—z Z wﬁzz Z w%ZZ Z Wi,

dn 1<k<n dn  1<k<n dn  1<k<n
ged(k,n)=d ged(k,n)=1 ged(k,n)=1
=S ud+ D W=D | )+ > Wk
din 1<k<n din 1<k<n
d<n ged(k,n)=1 ged(k,n)=1
1<k<n
ged(k,n)=1

kde pfti prechodu do druhého fadku rovnosti vyuzivame indukéni predpoklad. Z posledniho

fadku tedy mame > 1<p<n wF = u(n), &mz je tvrzeni dokdzano. O
ged(k,n)=1

Princip holubniku

9. Na Sachovnici 8 x 8 stoji 33 vézi. Dokazte, ze z nich lze vybrat 5, které se vzdjemné
neohrozuji.

Reseni:

Uvazujme nasledujici rozdéleni sachovnice na 8 skupin:

Vsimnime si, ze véze stojici na polickach se stejnym ¢islem (v stejné skupiné) se vzajemné
neohrozuji. Kdyz ndm na Sachovnici stoji 33 vézi a médme jen 8 skupin, tak podle prin-
cipu holubniku alespon jedna skupina musi obsahovat alespon 5 vézi. Tyto véze se pak
vzajemné neohrozuji. U

10. Najdéte co nejdelsi aritmetickou posloupnost prirozenych ¢isel s diferenci 60, ktera je
tvofena samymi prvocisly

ResSeni:



Uvazujme aritmetickou posloupnost prirozenych ¢isel s diferenci 60 a prvnim ¢lenem a,
tedy a, a+60, a+120, a4 180, a+240, a+300, a+ 360 a predpokladejme, ze jsou to vSechno
prvocisla. Pokud je a délitelné 7, tak uz nutné a = 7, jenomze pak a + 180 = 11 x 17.
Muzeme tedy predpokladat, ze a neni délitelné 7 a protoze 7 < a + 60 < a + 120 <
a+ 180 < a + 240 < a + 300 < a + 360, tak ani zadny z téchto clentt neni délitelny
7. Takze tyto ¢isla davaji zbytky po déleni 7 z mnoziny {1,2,3,4,5,6}. Protoze méame 7
¢lenu a jenom 6 moznych zbytku, tak podle principu holubniku alespon dva ¢leny musi
dévat stejny zbytek po déleni 7. Pak tedy mdme 7 | ((a + 60k) — (a + 601)) pro néjaka
0 <1<k <6, coz znamend, ze 7 | 60(k — [). Protoze 7 a 60 jsou nesoudélnd, tak musi
platit 7 | (k — 1), coz je ale nemozné, protoze 0 < k — [ < 6. Tim sme dokézali, ze v arit-
metické posloupnosti s diferenci 60 nemuze byt vice nez 6 prvocisel. Piiklad aritmetické
posloupnosti s 6 prvocisly je 11,71,131,191, 251, 311. O

11. Béhem cviceni z diskrétky, na které se dostavilo pouze pét studentu, kazdy z téchto
studentu pravé dvakrat usnul. Ke kazdé dvojici téchto studentu existoval okamzik, kdy
spali oba z dvojice soucasné. Dokazte, Ze existoval okamzik, kdy spali alespon tii studenti
soucasne.

Reseni:

Rozdélme si ¢asovou osu na intervaly, kde novy interval zacind vzdy tehdy, kdyz nékdo
usne. Mame tedy 5 x 2 = 10 intervalu. Zaroven vime, ze ke kazdé dvojici studenti exis-
toval okamzik, kdy spali oba z dvojice soucasné, takovychto okamziku je (;) = 10. Pro
spor predpokladejme, ze v kazdém okamziku spali nejvyse dva studenti. Pak kazdy inter-
val muze obsahovat nejvyse jeden z téchto okamziku (jinak by v ném spali tii studenti
soucasné). Protoze v prvnim intervalu spi jenom jeden student, tak tento interval ne-
obsahuje zadny z okamziku. Z principu holubniku tedy alespon jeden z intervalu musi
obsahovat alespon dva z téchto okamziku, ¢imz dostavame spor. A tedy musel existovat
okamzik, kdy spali alespon tii studenti soucasné. O



