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web: http://gimli.ms.mff.cuni.cz/~natalia/dm_zs_25_26

3. decembra 2025

Relace

1. U následuj́ıćıch relaćı si můžeš vyzkoušet znázorněńı relace matićı, bipartitńım grafem
a orientovaným grafem.

a) R1 = {(−2, 5), (5, 5), (5,−2), (0, 0)} na množině {−2, 0, 5}

b) R2 = {(x, y) ∈ {1, 2, 3, 4} × {1, 2, 3, 4};x ≥ y}

c) R3 = {(x, y) ∈ {1, . . . , 5} × {4, . . . , 10};x a y jsou nesoudělné }

2. Určete, zda jsou následuj́ıćı relace reflexivńı, symetrické, antisymetrické nebo tranzi-
tivńı:

a) X = {a, b, c} a R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (c, c)}

b) X = {a, b, c} a R = {(a, a), (c, c)}

c) (X,R) = (N,≤)

d) X = {1, 2 . . . , 10} a R = {(x, y) | nsd(x, y) = 1}

3. Bud’teR a S reflexivńı/tranzitivńı/symetrické relace na téže množině. Které z následuj́ıćıch
relaćı jsou také reflexivńı/tranzitivńı/symetrické?

a) R ∪ S

b) R ∩ S

c) R− S

d) S ◦R

e) R−1

4. Ukažte, že pro zobrazeńı f : X → X na konečné množině X plat́ı, že f je prosté právě
když f je na.

Plat́ı totéž i pro nekonečné množiny X?

5. Rozhodněte, zda jsou ekvivalence následuj́ıćı relace a pokud ano, určete tř́ıdy ekviva-
lence:

a) X = N, xRy ⇔ p|(x− y) (zbytkové tř́ıdy modulo p ∈ N, p ≥ 2)

b) X = Z \ {0}, xRy ⇔ x|y ∧ y|x

c) X = N, xRy ⇔ ∃z ∈ N : z|y ∧ z|x. Co se stane, budeme-li požadovat z > 1?
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6. Uvažme neorientovaný graf G a relaci R na jeho vrcholech takovou, že uRv právě tehdy,
když z u do v vede cesta.

a) Ukažte, že R je ekvivalence.

b) Určete tř́ıdy ekvivalence relace R

c) Jak by se tato relace změnila, kdybychom mı́sto existence cesty uvažovali existenci
sledu?

7. Určete počet r̊uzných částečných uspořádáńı na čtyřech prvćıch.

8. Rozhodněte, zda existuje uspořádáńı splňuj́ıćı danou podmı́nku. Pokud existuje, uved’te
př́ıklad.

a) Uspořádáńı bez největš́ıho prvku, ale s maximálńım prvkem; na neprázdné konečné
množině.

b) Uspořádáńı bez největš́ıho prvku a bez nejmenš́ıho prvku; na neprázdné konečné
množině.

c) Uspořádáńı bez největš́ıho prvku a bez maximálńıho prvku; na neprázdné konečné
množině.

d) Uspořádáńı bez největš́ıho prvku, ale s maximálńım prvkem; na nekonečné množině.

e) Uspořádáńı bez největš́ıho a bez maximálńıho prvku; na nekonečné množině.

f) Uspořádáńı bez nekonečného řetězce; na nekonečné množině.

9*(Erdős, Szekeres). Jsou dána přirozená č́ısla a, b. Ukažte, že z každé posloupnosti,
jej́ıž členy se neopakuj́ı a která má délku ab + 1, lze vybrat rostoućı posloupnost délky
a+ 1 nebo klesaj́ıćı posloupnost délky b+ 1.

10*(AUO 1972). Mějme 50 ne nutně r̊uzných interval̊u. Dokažte, že alespoň osm z nich
má společný neprázdný pr̊unik, nebo alespoň osm z nich je po dvou disjunktńıch.

11*(MEMO 2012). Bud’ n přirozené č́ıslo. Množinu S ⊆ {1, 2, 3, . . . , n} nazveme tro-
jatou, pokud neobsahuje tři členy a, b, c takové, že a | b a zároveň b | c. Určete největš́ı
možný počet prvk̊u trojaté množiny S.

Domáćı úkol

1. Uvažujme uspořádáńı ⪯s na množině {1, 2, ..., 2024} × {1, 2, ..., 2024}, kde ∀(a, b),
(x, y) ∈ {1, 2, ..., 2024} × {1, 2, ..., 2024}:

(a, b) ⪯s (x, y) ⇐⇒ a ≤ x ∧ b ≤ y.

Najděte nějaký nejdeľśı řetězec a nějaký největš́ı antiretezec. Nezapomeňte zd̊uvodnit,
proč toto uspořádáńı neobsahuje žádné deľśı řetězce ani větš́ı antǐretězce.(5b)

2.

a) Najděte relace R, S na téže množině X takové, že R ◦ S = S ◦R. (2b)

b) Najděte relaci R na vhodné množině X takovou, že ∀n ∈ N : Rn ̸= Rn+1. Výraz Rn

znamená n-násobnou kompozici relace R, tj. Rn = R ◦R ◦ · · · ◦R︸ ︷︷ ︸
n krát

. (3b)
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