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Rovinné grafy

1. Ukažte, že počet stěn v rovinném nakresleńı grafu s n ≥ 3 vrcholy je nejvýše 2n− 4.

2. Dokažte, že pro graf nakreslený do roviny, který má v vrchol̊u, e hran, f stěn a k
komponent souvislosti, plat́ı v + f = e+ k + 1.

3. Vymyslete obdobný odhad jako ve Větě o odhadu hran na počet hran vzhledem k počtu
vrchol̊u v rovinném grafu, který neobsahuje žádný trojcyklus ani čtyřcyklus jako podgraf.

4. Ukažte, že doplněk rovinného grafu s 11 vrcholy nemůže být rovinný, a najděte př́ıklad
co největš́ıho rovinného grafu, jehož doplněk je rovinný.

5***. Ukažte, že hrany každého rovinného grafu lze zorientovat tak, že každý vrchol má
výstupńı stupeň nejvýše 3.

Barevnost graf̊u

6. Jakou barevnost má cesta na n ≥ 2 vrcholech? A co kružnice na n vrcholech? Jakou
barevnost může mı́t strom? Jakou největš́ı barevnost může mı́t graf, v němž každý vrchol
má stupeň nejvýše 100?

7. Ukažte, že každý graf s maximálńım stupněm d je (d+ 1)-barevný.

8. Dokažte, že rovinný graf bez trojúhelńık̊u jde obarvit čtyřmi barvami.

9. Kaktus je zobecněńı stromu: souvislý graf, ve kterém každá hrana lež́ı na nejvýše
jednom cyklu. (Jinými slovy lze ho vytvořit postupným lepeńım cykl̊u a samostatných
hran za vrcholy tak, aby nevznikl žádný daľśı cyklus.) Dokažte, že kaktusy maj́ı barevnost
nejvýše 3.

10*. Pomocou věty o čtyřech barvách dokažte, že v každém rovinném 3-regulárńım grafu
(každý vrchol má stupeň 3) bez most̊u můžeme obarvit hrany třema barvami (tak, aby
hrany sd́ılej́ıćı vrchol měly r̊uznou barvu).

11*(Shortlist 2016 C8). Určete nejmenš́ı k, pro které lze obarvit k poĺıček tabulky
2n × 2n červeně tak, aby platilo následuj́ıćı: existuje právě jedno vydlážděńı dominy
takové, že žádné domino neobsahuje dvě červená poĺıčka.

Domáćı úkol

1. Graf se nazývá vněǰskově rovinný, pokud má rovinné nakresleńı, v němž všechny vr-
choly jsou nakreslené a hranici vněǰśı stěny. Jakou největš́ı barevnost může mı́t vněǰskově
rovinný graf? (5b)

2. Necht’ n ∈ N. Necht’ Gn je graf, jehož vrcholy jsou všechny podmnožiny množiny [n],
přičemž dva r̊uzné vrcholy x a y jsou spojené hranou právě tehdy, když jsou množiny x
a y disjunktńı. Jakou má graf Gn barevnost? (5 b)
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