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Abstrakt. Pocinaje tlohou ¢islo 6 z IMO 1988 Ize v olympiddach narazit na
magické tlohy, které pozaduji vyvodit ze zdanlivé tuctovych délitelnosti silné za-
véry. Metodou pro feseni takovych tloh je casto Vieta jumping. V této piednéasce
zkusime Vieta jumpingu odebrat jeho magickou auru, prohlédnout si kazdou jeho
piisadu zvlast a ziskat hezkou obrazkovou predstavu pro preskakovani mezi ko-
feny.

Vietovy vztahy a geometrie

Tvrzeni (Vieétovy vztahy). Ma-li polynom c,2" + ¢,— 12" 1 + - + 12 + ¢
kofeny x1,...,x, (véetné nisobnosti), pak plati

cr = cu(—1)"7F Z Hxi.

JC{1,...,n} i€J
|J|=n—k

Specialné pron =2 a co = 1 plati 1 + 22 = —c1 a x1T3 = ¢p.

Uloha 1. Marian nalezl pfi potapéni v Maridnském piikopé dva kvadratické poly-
nomy P(x) a Q(z) takové, ze polynom P(Q(z)) méa &tyii redlné kofeny 1 < xg <
T3 < 4. Dokaz, ze musi platit z1 + T4 = T2 + 73. (PraSe 43-1p—4)

Definice. Bod v roviné nazveme raciondlnim, pokud jsou vSechny jeho soutadnice
racionalni ¢isla. K¥ivku v roviné nazveme raciondlni, pokud se da zapsat jako mno-
zina FesSeni né&jaké polynomalni rovnice s raciondlnimi koeficienty. Stupném kiivky
rozumime stupen polynomu, ktery ji zadava. (Pak lze hovofit o kiivkach kvadratic-
kygch (neboli kuzeloseckéch), kubickjch apod.)

Pozorovani. Nechf raciondlni pfimka protiné racionédlni k¥ivku stupné n v n bodech
(v@etné nésobnosti), z nichz n — 1 je racionalnich. Potom uz je n-ty prusecik také
racionalnich.

Uloha 2. Najdi vSechna FeSeni 22 + y? = 22 v celych &islech.

Uloha 3. Dokaz, 7e kdyz na kruznici v roviné lezi tii riizné racionalni body, pak
uZ jich na ni lezi nekone¢né mnoho.

Skakani

Pozorovani. Pokud jsou a, b celd a rovnice 22 + ax + b = 0 méa jeden celo¢iselny
kofen, pak je i jeji druhy kofen celociselny.



Uloha 4. Pro kladné celé n fesme rovnici a® + b? + ¢ +n = abe v kladnych celjch
Cislech. Dokaz, ze:

(i) Pro n = 2017 neexistuje zadné feseni (a, b, ¢).
(ii) Pro n = 2016 je v kazdém FeSeni ¢islo a nésobkem 3.
(iii) Pro n = 2016 existuje nekone¢né mnoho Feseni. (MEMO 2016 T8)

Uloha 5. Je déno nenulové celé &islo k. Dokaz, Ze rovnici

2% — zy + 212
z+y

k =
vyhovuje lichy podet uspofaddanych dvojic celych ¢isel (z, y), pravé kdyz je k délitelné
sedmi. (MO A-66-111-6)

Skakani s parametrem

Motto. Deélitelnost je jen rovnice s proménnou navic.
Uloha 6. Pro kladné cela ¢isla a, b je % celé ¢islo. Dokaz, ze je to ¢islo 3.

Reseni. Zafixujeme k = % a fesime a? — kba + b> + 1 = 0 jako kvadratickou
rovnici v a. Kofeny pak spliuji

a1 + ao :kb, aias :b2+1

Z prvni rovnice a1 = a € Z => a9 € Z, z druhé zas a; = a >0 = as > 0. Pro
a1 kladné celé tedy bude as taky kladné celé.

Uvazme feSeni (a,b) € Z2 takové, Ze a + b je minimalni. Vime, Ze (az,b) bude
taky FeSeni, takZe as > a. Z toho a? < aas = b? + 1, analogicky taky b? < a2 + 1.
Dva kladné &tverce a2, b? se lisi nanejvys o 1, coz uz vynucuje a = b.

Pak uz snadno a? | 2a% + 1 implikuje a = 1, takze k = 3.




Uloha 7. Uvazujme kladné cela &isla a, b. Dokaz, ze pokud je

a® + b?
ab+1

celé ¢islo, pak uz je to ¢tverec. (IMO 1988/6)

Uloha 8. Kladné cel4 &isla a, b, ¢ splituji 0 < a?+b%—abe < c. Dokaz, ze a®+b% —abe
je ¢tverec. (Crux Mathematicorum)

Neocividné skakani
Uloha 9. Piirozen4 ¢isla a, b spliuji 4ab — 1 | (4(12 — 1)2. Dokaz, ze a = b.
(IMO 2007/5)

Uloha 10. Lich4 piirozen4 ¢isla m > n spliuji m? — n? + 1 | n? — 1. Dokaz, e

m? —n? + 1 je étverec. (Ireland 2005)

Dalsi alohy
Uloha 11. Najdi vSechny dvojice kladnych celjch ¢isel a, b, pro néz je Tt g celé
¢islo.
Uloha 12. Dokaz, #e v roviné lze zvolit nekone¢nou mnozinu bod
wy Pooy Py, Py, Pi, P,
tak, ze pro celd ¢isla a, b, clezi P,, P,, P, na jedné pfimce, pravé kdyz a+b+c = 2014.
(USAMO 2014)

Uloha 13. Dokaz, e pro kazdé p¥irozené ¢islo m lze najit nekoneéné mnoho dvojic
piirozenych ¢&isel (x,y) takovych, ze x, y jsou nesoudélna, x | y? + m a zarovei
y | 2%+ m. (ISL 1992)

Uloha 14. Resme v kladnych celych &islech rovnici 22 4+ 42 —azy+2 = 0 s kladnym
celociselnym parametrem a. Dokaz, Ze pro a = 4 mé rovnice nekone¢né mnoho feseni,
zatimco pro a # 4 neexistuji zadna. (Greece TST 2008)

Uloha 15. Existuje nekoneéné mnoho dvojic piirozenych éisel (x,y) takovych, Ze

vy’ +y+1 a zarovern yla®+2z+1 7

Uloha 16. Je dano kladné celé n. Nahlédni, Ze pro kladné cel a, b miiZe vyraz
a’+b%4n
ab

nabyvat jen kone¢né mnoha celoc¢iselnych hodnot.
Uloha 17. Dokaz, 7e délitelnost pg + 1 | p? + ¢ nemé feseni v prvocislech.

Uloha 18. Lich4 kladné celd ¢isla a, b spliuji 2ab + 1 | a® + b + 1. Dokaz, Ze
a=b. (Iran 2013)



Uloha 19. Najdi nejmensi kladné celé ¢islo n, pro néz existuje nekoneéné mnoho

n-tic (a1, ..., a,) kladnych racionalnich ¢isel takovych, ze
. 1 1
a1+...+an 1 7+.+7
ai Qnp
jsou celd ¢isla. (ISL 2017 N6)

Uloha 20. Pro jista piirozena z, y, k plati % +4 = k% Dokaz, ze k = 3.
Uloha 21. Budiz n kladné celé ¢&islo, které neni ¢tverec, a uvazujme rovnici

2?2 —n
k=—5—>.
e =y

Necht je A mnozina téch kladnych celjch k, pro néz mé rovnice celo¢iselné rFeseni
s £ > /n, zatimco B budiz mnozina téch kladnych celych &, pro néz ma rovnice

celodiselné feseni s 0 < x < y/n. Dokaz, ze A = B. (ISL 2016 N5)
Uloha 22. Pro ktera kladné celd n ma rovnice x + y + z + w = n,/Tyzw Feseni
v kladnych celjch &islech? (Vietnam 2002)

Uloha 23. Ma4 pro néjaké m € N rovnice

1+1+1+1_ m
a b ¢ abc a+b+c

nekone¢né mnoho feSeni v kladnych celjch ¢islech? (ISL 2002 N4)
Uloha 24. Najdi viechny celo¢iselné hodnoty vyrazu
P+¢+1
pq + 2
pro prvocisla p, q.

Uloha 25. Jsou dana kladna cela ¢&isla a, b. Dokaz, ze

4q2
2 R—
a—&-[b-‘

neni ¢tverec. (ISL 2019 N8)
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Hinty

Hint 1. Jsou-li y1, y2 kofeny P, pak maji rovnice Q(z) = y1 a Q(z) = y2 stejny linearni
koeficient.

Hint 2. Racionalni pfimky skrz jeden pevny bod na jednotkové kruznici.

Hint 3. Stfed je racionalni.

Hint 4. Pro prvni dvé ¢asti najdi spravné modulo. V posledni najdi jedno feseni a skakej
k vétsim a vétSim reSenim.

Hint 5. Paruj ty body na elipse, které lezi ve stejné vysce.

Hint 7. Zafixuj hodnotu a skdkej k miniméalnimu a + b. Necétvercovost zatfidi nenulovost
absolutniho ¢lenu. V pfipadé zaporného a2 jej dosad do zlomku a zkoumej znaménko.
Hint 8. Zafixuj d = a? +b? — abc a skikej. Piipad zéporného az vyres podobné jako v IMO
1988.

Hint 9. Dostaii se k 4ab— 1| (a —b)?. Potom by minimélni feseni mé&lo dat odhad vedouci
ke sporu.

Hint 10. Substituce do souctu a rozdilu d4 symetrii. Ctvercovost délitele se doskazuje
Spatné, radsi to néjak zaona¢ na ctvercovost podilu. Potom uz feseni probéhne podobné
jako IMO 1988.

Hint 11. Zafixuj hodnotu vyrazu. Pokud je dost velkd, skice$ po dvojici pfimek, a v tom
jde pokracovat do nekone¢na... (Alternativné fe§ naBUNOvanim ¢ v zdkladnim tvaru.)
Hint 12. Vol body na té nejjednodussi z kubickych kfivek. Nepfijemnosti mtizou vznikat
kvili 312014, ale da se s nimi vyporadat.

Hint 13. Sluc¢ délitelnosti do jedné a pak z jednoho Feseni skakej k dalsim. Rozmysli si, ze
skdkani zachova nesoudélnost.

Hint 14. Standardné doskdkej k = = y.

Hint 15. Sluc délitelnosti do jedné a skake;j.

Hint 16. Jen si poradné rozmysli, co se délo v ukazkové tloze 6.

Hint 17. Za¢ni u minimalniho bodu na hyperbole a poradné prozkoumej skakaci rekurence.
Hint 18. Skoky zachovavaji paritu, lichost vylou¢i skok na a = 0.

Hint 19. Mald n vysporuj. Potom vyrabéj dalsi a dalsi feseni skdkanim.

Hint 20. Substituuj z = = + ky, t = 2y. Mimochodem, nebyla uz tu néjaka tloha, kde
vyslo jen k = 37

Hint 21. Pfresubstituuj do souc¢tu a rozdilu, potom skakej po hyperbole. Bod na ose by
znamenal ¢tvercové n.

Hint 22. Vieta jumpingem se dopracuj k odhadu n < 6 (nebo néco podobného), potom
dofes.

Hint 23. Aby skdkani fungovalo, budes si béhem néj muset hlidat nesoudélnost a délitel-
nosti a | be+1 (plus cyklické zdmény). Potom uz staci najit jedno m, pro néz takové feseni
existuje.

Hint 24. Pro dost velké hodnoty podilu musi skdkani projit pres bod na ose x nebo y.
Odvod, ze skékaci rekurence pak bude vyrdbét jen slozend éisla. Zbyvajici malé podily
dores.

Hint 25. Necht se vjraz rovna c? pro néjaké ¢ > a. Substituci z = ¢+a, y = c—a dostanes
symetri¢téjsi situaci. Ze skakani vytézis nerovnost, kterou je potieba dovést ke sporu.



