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Véta. (Cinské zbytkova) Bud'te dédna po dvou nesoudélnd pfirozend my, ..., ms a libovolnd celd
¢isla aq, ..., a,. Potom existuje celé ¢islo x splnujici

r=a; (modmy),

r=a, (mod my)
a vSechna takova x jsou si navzdjem kongruentni modulo M = my ---my.

Piiklad. Jan Zizka si chtél po velké bitve, do které vyslal 1200 husitt, rychle spocitat ztraty. Nechal
si proto prezivsi husity nastoupit postupné po tfech, péti, sedmi a jedenacti. Nejprve mu zbyli dva,
poté dvakrat po tfech husitech a nakonec jich zbylo deset. Kolik husitu tedy pirezilo?

Uloha 1. Dokazte, ze pro kazdé n € N existuje n-tice po sobé jdoucich ¢isel, z nichz kazdé je délitelné
¢tvercem néjakého prirozeného cisla vétsiho nez 1.

Uloha 2. Dokazte, ze pro kazdé ptirozené n existuje n po sobé jdoucich piirozenych ¢éisel, z nichz
zadné neni prvociselnd mocnina.

Uloha 3. Uvazujme v roviné mifzové body (a, b) s celoéiselnymi souradnicemi. Bod (a, b) je viditeln,
pokud jsou a, b nesoudélné celd ¢isla. Dokazte, ze pro libovolné n € N existuje ¢tverec n xn miizovych
bodu, z nichz zadny neni viditelny.

Uloha 4. Dokazte, ze pro kazdé ptirozené cislo k 1ze zvolit 2k navzajem ruznych prirozenych cisel

ai,...,a,by,..., by takovych, ze zlomky &, 22 .. .| Z—: jsou vSechny v zakladnim tvaru a tvoii arit-

by by
metickou posloupnost.

Uloha 5. Jsou dédna celd ¢isla a, b takova, ze pro vechna prirozend n plati b™ 4+ n | a" +n. Dokazte,
ze a=b. (ISL 2005 N6)

Uloha 6. Rozhodnéte, zda lze pfirozend cisla setadit do posloupnosti aq,as,... (pricemz kazdé
prirozené ¢islo se vyskytne pravé jednou) tak, aby pro kazdé piirozené n platilo n | ay + - - - + ay,.

Uloha 7. Najdéte vsechny trojice ptirozenych ¢isel (a,b,c) takové, ze pro kazdé prirozené n, které
nemd zadného prvociselného délitele menstho nez 2014, plati n + ¢ | a™ + 0" +n. (ELMO SL 2014)

Uloha 8 (tézké). Budiz f : N — N funkce spliwujici pro kazdé a,b € N:
(i) f(a), f(b) jsou nesoudélnd, pravé kdyz a, b jsou nesoudélnd.
(i) a < f(a) < a+2012.
Dokazte, ze kdyz prvocislo p déli f(n), pak uzip | n. (USA TSTST 2012)

Uloha 9 (téezkd). Tabulka 2018 x 2018 je vydlazdéna dominy 2 x 1. Dokazte, ze 1ze do policek vepsat
prirozend cisla tak, ze:

(i) Soucet dvou cisel na kazdém dominu je vzdy stejny.

(ii) Libovolna dvé cisla, jejichz policka sousedi stranou, jsou nesoudélnd, pravé pokud lezi na
stejném dominu. (PraSe 37-4p-8)



Uloha 10. Jsou déna dvé riznd kladna prvocisla p, ¢. Dokazte, ze p?=t + ¢#~1 = 1 (mod pq).

Uloha 11. Dokaite, 7e 4a + 9b? = 1 (mod n) m4 pro libovolné prirozené n feseni.

Uloha 12. Je déno ptirozené ¢islo n. Budiz A mnozina téch ¢isel a € {1,2,...,n}, kterd splnuji
a’* = a (mod n). DokaZte, Ze pocet prvki A je mocnina dvojky. (PraSe 40-3s-1)
Uloha 13. Necht ¢(n) znacl pocet ¢isel z mnoziny {1,...,n}, kterd jsou nesoudélnd s n. Vyjadiete
$(n) pro n s prvociselnym rozkladem p¥t - .. pkr,

Uloha 14. Dokaite, ze pro kazdé n € N existuje n-tice po dvou nesoudélnych éisel kq, ..., &k, > 1
takova, ze ki - ko - - - k, — 1 je sou¢in dvou po sobé jdoucich pfirozenych cisel. (USAMO 2008)

Uloha 15. Rozhodnéte, zda existuje pirozené n takové, Ze pro libovolné celé ¢islo o nemd 22 +x +n
zadného prvociselného délitele menstho nez 2021.

Uloha 16. Jsou déna piirozend ¢isla a > b > ¢ > 3 splitujic
al|bc+b+c, b|ca+c+a, clab+a+b.
Dokazte, ze alespon jedno z a, b, ¢ je slozené ¢islo.

Uloha 17. Jsou ddna prirozend cisla n, k > 2 a k-tice po dvou ruznych ¢&isel aq, ..., ar z mnoziny
{1,2,...,n} takova, ze n | a;(a;+1 — 1) proi =1,..., k— 1. Dokazte, ze n { ar(a; — 1). (IMO 2009/1)

Uloha 18 (tézkd). Pro kone¢nou mnozinu X prirozenych ¢isel necht S(X) znaci soucet jejich prvku a

P(X) jejich soucin. Déle uvazujme dvé koneéné mnoziny ptirozenych ¢isel A, B takové, ze |A| = | B,
P(A) = P(B), ale S(A) # S(B). Pokud pro kazdé n € AU B a jeho prvociselného délitele p plati
P3¢ | n, ale p*" t n, dokazte, ze |S(A) — S(B)| > 106. (NIMO 2013)

Navody
1. Predepis kazdému ¢islu ¢tvercového délitele.
2. Predepis kazdému ¢islu dva prvociselné délitele.

3. Poruc si pro kazdy bod hledaného ¢tverce prvocislo, kterym maji byt souradnice soudélné.

z+k

4. Vezmi zkracenou posloupnost Q”Nil, ..., 5% pro vhodna z, N. Jednotlivd b; odlis zkrdcenymi

prvocisly, a; pak uz odlisis snadno.
5. Vyrob pro a — b hodné prvociselnych déliteli. Modula p a p — 1 jsou nesoudélnd!
6. Pridavej ¢leny po dvou — jeden zvol libovolné a jeden urci.

7. S pomoci kanénu ukaz, ze a + b — ¢ ma hodné prvociselnych déliteli. Navol si zbytky v ruznych
modulech dle libosti nejprve pro p, potom pro n.

8. Zkus nejdiiv zapomenout na n, p a pomoci zbytkovky zkonstruovat takové x, ze f(z) = z. Potom
do vyrobniho procesu piidej x = 0 (mod p), x = 1 (mod n).

9. Vypliuj na jednotliva domina dvojice ¢isel S £ z; podle Sachovnicového obarveni. Kdekoliv ma
dvojice ¢isel byt soudélna, zvol si na to zvlastni prvocislo.

10. Podivej se zvlast mod p a mod g.

11. Vyrtes modulo prvociselné mocniny. Mocniny 2 a 3 jsou trochu vyjimecné, ostatni jsou snadné.
12. Nejprve vyres prvociselné mocniny.

13. Nejprve vyfes prvociselné mocniny.

14. Jen se chce, aby 22 + z 4+ 1 umélo mit hodné prvoéiselnych délitelti. Pouprav dikaz existence
nekonecné mnoha prvocisel.

15. Polynom z? + z neumi modulo p nabyvat vSech moznych hodnot — podle toho navol n mod p
pro p < 2021.

16. Sloz do modula abc.
17. 7 piedpokladu sporu dokaz, ze bud'to a; = 0 (mod p") pro vSechna 7, nebo = 1 pro vsechna i.

18. Soucin prvocisel p, pro néz p — 1 | 36. Kdyz se misto malého Fermata pouzije Euler, 1ze odhad
vylepsit aZz na asi 6 - 107.



