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Věta. (Č́ınská zbytková) Bud’te dána po dvou nesoudělná přirozená m1, . . . ,mk a libovolná celá
č́ısla a1, . . . , ak. Potom existuje celé č́ıslo x splňuj́ıćı

x ≡ a1 (mod m1),

...

x ≡ ak (mod mk)

a všechna taková x jsou si navzájem kongruentńı modulo M = m1 · · ·mk.

Př́ıklad. Jan Žižka si chtěl po velké bitvě, do které vyslal 1200 husit̊u, rychle spoč́ıtat ztráty. Nechal
si proto přeživš́ı husity nastoupit postupně po třech, pěti, sedmi a jedenácti. Nejprve mu zbyli dva,
poté dvakrát po třech husitech a nakonec jich zbylo deset. Kolik husit̊u tedy přežilo?

Úloha 1. Dokažte, že pro každé n ∈ N existuje n-tice po sobě jdoućıch č́ısel, z nichž každé je dělitelné
čtvercem nějakého přirozeného č́ısla větš́ıho než 1.

Úloha 2. Dokažte, že pro každé přirozené n existuje n po sobě jdoućıch přirozených č́ısel, z nichž
žádné neńı prvoč́ıselná mocnina.

Úloha 3. Uvažujme v rovině mř́ıžové body (a, b) s celoč́ıselnými souřadnicemi. Bod (a, b) je viditelný,
pokud jsou a, b nesoudělná celá č́ısla. Dokažte, že pro libovolné n ∈ N existuje čtverec n×nmř́ıžových
bod̊u, z nichž žádný neńı viditelný.

Úloha 4. Dokažte, že pro každé přirozené č́ıslo k lze zvolit 2k navzájem r̊uzných přirozených č́ısel
a1, . . . , ak, b1, . . . , bk takových, že zlomky a1

b1
, a2
b2
, . . . , ak

bk
jsou všechny v základńım tvaru a tvoř́ı arit-

metickou posloupnost.

Úloha 5. Jsou dána celá č́ısla a, b taková, že pro všechna přirozená n plat́ı bn +n | an +n. Dokažte,
že a = b. (ISL 2005 N6)

Úloha 6. Rozhodněte, zda lze přirozená č́ısla seřadit do posloupnosti a1, a2, . . . (přičemž každé
přirozené č́ıslo se vyskytne právě jednou) tak, aby pro každé přirozené n platilo n | a1 + · · ·+ an.

Úloha 7. Najděte všechny trojice přirozených č́ısel (a, b, c) takové, že pro každé přirozené n, které
nemá žádného prvoč́ıselného dělitele menš́ıho než 2014, plat́ı n+ c | an + bn + n. (ELMO SL 2014)

Úloha 8 (těžká). Budiž f : N → N funkce splňuj́ıćı pro každá a, b ∈ N:

(i) f(a), f(b) jsou nesoudělná, právě když a, b jsou nesoudělná.

(ii) a ≤ f(a) ≤ a+ 2012.

Dokažte, že když prvoč́ıslo p děĺı f(n), pak už i p | n. (USA TSTST 2012)

Úloha 9 (těžká). Tabulka 2018×2018 je vydlážděna dominy 2×1. Dokažte, že lze do poĺıček vepsat
přirozená č́ısla tak, že:

(i) Součet dvou č́ısel na každém dominu je vždy stejný.

(ii) Libovolná dvě č́ısla, jejichž poĺıčka soused́ı stranou, jsou nesoudělná, právě pokud lež́ı na
stejném dominu. (PraSe 37–4p–8)



Úloha 10. Jsou dána dvě r̊uzná kladná prvoč́ısla p, q. Dokažte, že pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq).

Úloha 11. Dokažte, že 4a2 + 9b2 ≡ 1 (mod n) má pro libovolné přirozené n řešeńı.

Úloha 12. Je dáno přirozené č́ıslo n. Budiž A množina těch č́ısel a ∈ {1, 2, . . . , n}, která splňuj́ı
a2 ≡ a (mod n). Dokažte, že počet prvk̊u A je mocnina dvojky. (PraSe 40–3s–1)

Úloha 13. Necht’ ϕ(n) znač́ı počet č́ısel z množiny {1, . . . , n}, která jsou nesoudělná s n. Vyjádřete
ϕ(n) pro n s prvoč́ıselným rozkladem pk11 · · · pkrr .

Úloha 14. Dokažte, že pro každé n ∈ N existuje n-tice po dvou nesoudělných č́ısel k1, . . . , kn > 1
taková, že k1 · k2 · · · kn − 1 je součin dvou po sobě jdoućıch přirozených č́ısel. (USAMO 2008)

Úloha 15. Rozhodněte, zda existuje přirozené n takové, že pro libovolné celé č́ıslo x nemá x2+x+n
žádného prvoč́ıselného dělitele menš́ıho než 2021.

Úloha 16. Jsou dána přirozená č́ısla a > b > c ≥ 3 splňuj́ıćı

a | bc+ b+ c, b | ca+ c+ a, c | ab+ a+ b.

Dokažte, že alespoň jedno z a, b, c je složené č́ıslo.

Úloha 17. Jsou dána přirozená č́ısla n, k ≥ 2 a k-tice po dvou r̊uzných č́ısel a1, . . . , ak z množiny
{1, 2, . . . , n} taková, že n | ai(ai+1− 1) pro i = 1, . . . , k− 1. Dokažte, že n ∤ ak(a1− 1). (IMO 2009/1)

Úloha 18 (těžká). Pro konečnou množinuX přirozených č́ısel necht’ S(X) znač́ı součet jej́ıch prvk̊u a
P (X) jejich součin. Dále uvažujme dvě konečné množiny přirozených č́ısel A, B takové, že |A| = |B|,
P (A) = P (B), ale S(A) ̸= S(B). Pokud pro každé n ∈ A ∪ B a jeho prvoč́ıselného dělitele p plat́ı
p36 | n, ale p37 ∤ n, dokažte, že |S(A)− S(B)| > 106. (NIMO 2013)

Návody
1. Předepǐs každému č́ıslu čtvercového dělitele.

2. Předepǐs každému č́ıslu dva prvoč́ıselné dělitele.

3. Poruč si pro každý bod hledaného čtverce prvoč́ıslo, kterým maj́ı být souřadnice soudělné.

4. Vezmi zkrácenou posloupnost x+1
N

, . . . , x+k
N

pro vhodná x, N . Jednotlivá bi odlǐs zkrácenými
prvoč́ısly, ai pak už odlǐśı̌s snadno.

5. Vyrob pro a− b hodně prvoč́ıselných dělitel̊u. Modula p a p− 1 jsou nesoudělná!

6. Přidávej členy po dvou – jeden zvol libovolně a jeden urči.

7. S pomoćı kanónu ukaž, že a+ b− c má hodně prvoč́ıselných dělitel̊u. Navol si zbytky v r̊uzných
modulech dle libosti nejprve pro p, potom pro n.

8. Zkus nejdř́ıv zapomenout na n, p a pomoćı zbytkovky zkonstruovat takové x, že f(x) = x. Potom
do výrobńıho procesu přidej x ≡ 0 (mod p), x ≡ 1 (mod n).

9. Vyplňuj na jednotlivá domina dvojice č́ısel S ± xi podle šachovnicového obarveńı. Kdekoliv má
dvojice č́ısel být soudělná, zvol si na to zvláštńı prvoč́ıslo.

10. Pod́ıvej se zvlášt’ mod p a mod q.

11. Vyřeš modulo prvoč́ıselné mocniny. Mocniny 2 a 3 jsou trochu výjimečné, ostatńı jsou snadné.

12. Nejprve vyřeš prvoč́ıselné mocniny.

13. Nejprve vyřeš prvoč́ıselné mocniny.

14. Jen se chce, aby x2 + x + 1 umělo mı́t hodně prvoč́ıselných dělitel̊u. Pouprav d̊ukaz existence
nekonečně mnoha prvoč́ısel.

15. Polynom x2 + x neumı́ modulo p nabývat všech možných hodnot – podle toho navol n mod p
pro p < 2021.

16. Slož do modula abc.

17. Z předpokladu sporu dokaž, že bud’to ai ≡ 0 (mod pr) pro všechna i, nebo ≡ 1 pro všechna i.

18. Součin prvoč́ısel p, pro něž p− 1 | 36. Když se mı́sto malého Fermata použije Euler, lze odhad
vylepšit až na asi 6 · 107.


