Prvocéiselné pocitani
Matéj DoleZdlek

Abstrakt. Prvocisla jsou dennim chlebem olym-
piadni teorie ¢éisel. Pojdme s nimi poditat do Sifky (plna verze s hinty)
i do hloubky.

https://gimli.ms.mff.cuni.cz/ "matej/olymp/23prosinec/full.pdf

Rychlotvod do délitelnosti a modularni aritmetiky

Definice. Pro celd ¢isla a, b fikdme, Ze a déli b (znacime a | b), pokud existuje celé
¢islo ¢ spliujici b = ac.

Fakt (alternativni definice prvocisla). Je-li p prvodéislo a a, b cel ¢isla takova,
Ze p | ab, pak uz p | a nebo p | b.

Definice. Pro celd ¢isla a, b, m fikdme, ze a je kongruentni b modulo m (zna¢ime
a=0b (modm)), pokud m | a —b. MnozZinu vSech navzajem kongruentnich celjch
¢isel nazyvame zbytkovou tiidou (modulo m). Mnozinu vSech zbytkovych t¥id mod
m znacime Z,, a mizeme na ni zavést operace s¢itani a nasobeni ocekavatelnym
zpusobem.

Umluva. Mnozinu téch zbytkovych t¥id ze Z,,, jez jsou s m nesoudélné, znac¢me Z.

Blazeny svét modulo prvocislo
Pozorovani. Bud p prvocislo a uvazme a € Z,. Pak je zobrazeni

Ly — L,

T ax
prosté (a tudiz rovnou bijektivni).

Dusledek (nenulovymi zbytky lze délit). Ke kazdému b € Z; existuje néjaké
V' € ZX tak, ze bb' =1 (mod p). Toto b’ budeme bez ostychu znadit §.

Lze si rozmyslet, Ze z hlediska Gpravy vyrazi apod. ma toto déleni zcela totozné
vlastnosti s obvyklym délenim raciondlnich (redlnych, komplexnich, .. .) ¢isel. Jediny
zadrhel, na ktery je tfeba si davat pozor, je, ze nesmime délit nulou, tedy jakymkoliv
nasobkem p. Z toho také plyne:



Pozorovani (thel pohledu). Dosud jsme modulili celd ¢isla. Protoze ale v Z,
smime povétsinou délit, je zcela validni a dobfe definované se divat modulo p i na
zlomky, dokud se vSak ve jmenovateli nevyskytne Zadny nasobek p.

Uloha 1. Bud p > 3 prvoéislo. Dokazte, Ze je-li

1+1+1+ N 1 m
1 2 3 p—1 n

pak m je nasobkem p.

Véta (maly Fermat). Proa € Z) plati a?~! =1 (mod p).

Disledek. Pro polynomy nad Z, plati rovnost

a2l —x = H(m—a).

a€Zy

Uloha 2. Uréete viechna kladna celd &isla, ktera jsou nesoudélné s kazdym ¢lenem
posloupnosti a,, =2" +3" +6" —1pron=1,2,... (IMO 2005)

Véta (Wilson). Pro prvoéislo p plati (p — 1)! = -1 (mod p).
Prvni setkani s p-valuaci

Definice. Pro prvocislo p definujeme p-valuaci celého ¢isla a # 0 jako nejvétsi
nezaporné celé k takové, ze p* | a. Znaéime v,(a) = k. Pro a = 0 budeme brit
vp(a) = oo pro kazdé p.

Tedy neformalné: v,(a) je exponent u p v prvociselném rozkladu éisla a. Jak
uvidime, p-valuace davaji dalsi zpiisob, jak se na situaci podivat z pohledu jednoho
prvodisla. Jedna se pfitom o jemnéjsi informaci nez pouhy zbytek modulo p.

Tvrzeni. Plati a | b, pravé pokud v,(a) < v,(b) pro kazdé prvocislo p.
Tvrzeni. Pro a,b> 0 plati a = b, pravé kdyz v,(a) = v,(b) pro kazdé prvoéislo p.
Tvrzeni. Plati v,(ab) = vy(a) + v, (D).

Tvrzeni. Plati v,(a + b) > min{v,(a),v,(b)}. Pokud navic v,(a) # v,(b), potom
v predchozi nerovnosti nutné nastane rovnost. Obdobné plati totéz pro rozdil a — b.

Cviceni. Rozmyslete si, ze p-valuace se daji rozumné dodefinovat i pro racionalni
Cisla a Ze i po tomto rozsifeni vétsina z predchoziho stale plati.



Cviceni. Nahlédnéte, ze pro pfirozené n je v,(n) <log,n <n —1.
Obecnéjsi podoba predchoziho cviceni:
Lemma. Pro kazdé pfirozené n plati odhad n —v,(n) > n—log,(n), pficemz vyraz

napravo je pro n > 2 rostouci vzhledem k n.

Tvrzeni. Prfirozené ¢islo a je k-tou mocninou prirozeného ¢isla pravé tehdy, kdyz
k| vp(a) pro kazdé prvocislo p.

Tvrzeni. Necht ged znadi nejvétsiho spoleéného délitele a lem nejmensi spoleény
nasobek. Potom plati

vp(ged(a, b)) = min{vp(a), vp(b)},  vp(lem(a, b)) = max{vy(a), vp(b)}-

Uloha 3. Dokazte, Ze pro libovolné piirozend ¢&isla a, b, ¢ plati

(ged(a, b, c))? (Iem(a, b, ¢))?

ged(a, b) - ged(b, ¢) - ged(c,a)  lem(a,b) - lem(b, ¢) - lem(c, a)

Uloha 4. Jsou déna pfirozend a, b, c splitujici a® | b¢, a® | c*. Dokazte, 7e a? | be.

Faktorialy a kombinacni ¢isla

V délitelnostech a rovnostech obsahujicich faktoridly se ¢asto hodi spocitat nebo
alesponi odhadnout p-valuaci. Vznikdvaji tim relativné nevabné vyrazy s dolnimi
celymi ¢astmi — obcas je staci odhadnout, jindy je tfeba preciznéjsi pristup. Zakladni
pomuckou je Legendreova formule, zbylé dvé véticky jsou jen trochu specializovana
tvrzeni plynouci z ni.

Tvrzeni (Legendreova formule). Pro kazdé ptirozené ¢islo n plati
| n
1y = —
vp(n!) = Z LDJ.J .
j=1

Poznamka. Soucet v predchozi vété je sice formalné nekonecny, ale pro libovolné
p a n budou od néjaké chvile vSechny ¢leny nulové.

Uloha 5. Pro libovolna celd nezaporna m, n je

(2m)!(2n)!
mlnl(n + m)!

celé c¢islo.



Véta. Necht s,(n) znaéi ciferny soucet prirozeného ¢isla n v soustavé o zékladu p.
n—sp(n)

Potom plati v,(n!) = =2

Véta (Kummer). Kombinaéni éislo (2) mé p-valuaci rovnou poctu ,,prenost jed-

nic¢ky do vyssiho radu“ pti sc¢itani k a n — k pod sebou v soustavé o zakladu p.

Uloha 6. Uréete 729. nejmensi pfirozené ¢islo n takové, ze kombinacni éislo (27:‘)
neni nasobkem 5.

Lifting the exponent (LTE)

Podkapitolou samou pro sebe jsou valuace na rozdilech mocnin. Z velké casti je
vystihuje lifting the exponent lemma (zkrdcené LTE), pfi jeho aplikovani je vSak
tfeba davat pozor na podminky. Hodi se také tusit néco o fadech prvkda modulo p.

Lemma. Necht je p libovolné prvodislo, m prirozené ¢islo a x, y cela ¢isla takova,
Ze pfm,x,y, ale p| x —y. Potom v, (2™ — y™) = vp(z — y).

Lemma. Necht je p > 2 prvocislo a x, y celd ¢isla spliiujici p 1 z,y, ale p | © — y.
Potom v, (zP — yP) = vp(x —y) + 1.

Cviceni. Co se na dikazu predchoziho lemmatu rozbije pro p = 2?7

Véta (lifting the exponent lemma). Necht je p liché prvocislo, n pfirozené ¢islo
a x, y celd ¢isla spliujici p f x,y, ale p |  — y. Potom

vp (2" —y") = vp(x — y) + vp(n).
Poznamka. Pokud je n liché, pak nahrazenim y za —y ziskdme obdobné tvrzeni i
pro soucet namisto rozdilu.

Cviceni. Najdéte piiklady dosvédéujici, Ze pfi vynechani jednoho z predpokladt
(lichosti p, délitelnosti p | z —y ¢i nedélitelnosti p { x, y) uz zdvér LTE nemusi platit.

Véta (LTE pro dvojku). Necht je n sudé pfirozené ¢islo a x, y licha celd éisla.

Potom
vz (2" —y") = v2(z —y) +v2(x +y) +vp(n) — 1.

Cvi€eni. Rozmyslete si, ze v LTE pro dvojku bude vzdy pravé jedno z ve(x £ y)
rovno 1, takze se prava strana zjednodusi na

va(x — y) + va(n) nebo va(x + y) + va(n).



Tvrzeni. Budiz p prvodislo a necht p { a,b. Pokud je k nejmensi pfirozené ¢islo
spliujici p | a* — b*, pak pro ptirozené n plati p | a™ — b™ pravé tehdy, kdyz k | n.

Uloha 7. Dokaite, Ze pro kazdé pFirozené n lze zvolit pfirozené k tak, Ze

72k 3k 4k 1

Uloha 8. Najdéte vSechna pfirozena n spliujici 2" | 3" — 1.
Dalsi Glohy
Uloha 9. Dokazte, Ze pro pfirozena a, b, ¢, d spliiujici ab = cd plati

ged(a, ¢) - ged(a,d) = a - ged(a, b, ¢, d).

Uloha 10. Bud p prvoéislo a 0 < k < p.

(i) Ukazte, ze kombinaé¢ni ¢islo (Z) je nasobkem p.
(ii) Jaky zbytek dava (i) po déleni ¢islem p??

Uloha 11. Plati v,(n!) < LEJ

p—1

Uloha 12. Najdéte viechna piirozena n, pro néz ve(n!) =n — 1.
Uloha 13. Jsou déana pfirozend d¢isla a, b takové, Ze

a|b? b*|a®, @bt bt|a®, a®|bd,
Dokazte, ze a = b.
Uloha 14. Rekneme, Ze kladné realné ¢islo je copaté, pokud neni celé a v jeho
desetinném zapisu nasleduje za desetinnou ¢arkou jen konec¢né mnoho nenulovych
¢islic. Rozhodnéte, zda existuji copaté cisla a, b, ¢ takova, Ze vSechna tfi ¢isla ab, be

i ca jsou cela. (MO 64-C-11-4)

Uloha 15. Najdéte vSechna prvoéisla p, pro ktera je ¢islo

() v (7))

délitelné &islem p3. (CPS 2008)



Uloha 16. Pro prvoéislo p plati p™ t ((p — 1)n)!.

Uloha 17. Dokazte, Ze pro pfirozena n plati

(n+1)~lcm(<g>, (Tll) (Z)) =lem(1,2,...,n+1).

Uloha 18. Dokaite, Ze existuje konstanta ¢ takova, ze pro libovolna piirozena a,
b, n splitujici a! - b! | n! nutné plati a + b < n + clogn. (Erdés)

Uloha 19. Je dano prvoéislo p. Najdéte vechna n, pro néz p nedéli
n n n
0 1 n)’
Uloha 20. Jsou déna pfirozend n, ¢ takové, Ze vichni prvoéiselni délitelé ¢ jsou

vétsi nez n. Dokazte, Ze pak plati

nl|(g=1)-(®=1)-- ("' = 1).

Uloha 21. Najdi nejvétsi mocninu 1991, ktera déli ¢islo
19901991 4 19921991™,
(ISL 1991)

Uloha 22. Pro liché prvoéislo p, piirozené a a n > 2 plati p" | a? — 1 pravé tehdy,
kdyz p"~! | a— 1.

Poznadmka (makroskopickd). Pfedchozi tdloha ilustruje, ze LTE fikd ,zhruba
totéz“ jako cyklicnost multiplikativnich grup Z;k. pro k > 2. V obojim se pridani
p do exponentu projevi posunem presné o 1 ,uroven“ vys, oboji fesi jen prvky
nesoudélné s p a v obojim je dvojka trochu ,rozbita“ (ale ne zas tak moc).

Uloha 23. Prvodislo p a piirozena a, n spliji 2P + 3P = ™. Dokaite, Zze n = 1.
(Irsko)

Uloha 24. Pfirozen4 a, n, k spliji n | (a—1)F. Dokazte n | a1 +a" 24 - +a+1.

Uloha 25. Najdéte viechny trojice (z,y, p), kde x, y jsou piirozena ¢isla a p prvoéislo
splnujici p* — yP = 1.



Uloha 26. Je dano bezétvercové! prirozené n. Dokazte, ze neexistuji nesoudélna
piirozend ¢isla x, y sphiujici (z + y)3 | 2™ + y™.

Uloha 27. Mgjme liché pfirozené n > 1 a nesoudéln pfirozena a > b. Dokazte, Ze
a™ — b"™ mé prvociselného délitele, ktery nedéli a — b.

Uloha 28. Najdéte viechny dvojice ptirozenych ¢isel (a, b), které spliuji 6% | a® — 1.

Uloha 29. Najdéte viechna pfirozena a, pro néz je 4(a™ + 1) tfeti mocninou celého
¢isla pro kazdé prirozené n.

@ —b°
a—b

Uloha 30. Pokud pro pfirozend a, b, c plati ¢ | a® — b°, pak uz i c |

Uloha 31. Budte a, b racionalni ¢isla. Pokud je a™ — b celé ¢islo pro nekoneéné
mnoho ruznych pfirozenych n, pak uz jsou obé a, b cela.

Uloha 32 (Wolstenholmova véta). Bud p > 5 prvoéislo. Dokazte, Ze je-li

)

1 1 1 1 m
n

pak m je dokonce nasobkem p2.

Uloha 33. Budiz k& > 1 pfirozené ¢islo. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho
prirozenych n spliujicich

n 1" 42" 4 K
Uloha 34. Dokaite, Ze jsou-li p, g pfirozené &isla takova, Ze

D S O S
q 2 3 4 777 1318 1319’

pak p je délitelné ¢islem 1979. (IMO 1979)

Uloha 35. Pro liché prvocislo p dokazte

p—1\""? 2-2°
2

1P—2+2P—2+...+<

(iKS 2012, N3)

1 Pfirozené ¢islo nazyvame bezctvercovym, pokud neni nasobkem zadného a? pro a > 1.
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Uloha 36. Najdéte vsechna pfirozena n, pro ktera je 2"+2(2" — 1) —8-3" + 1
Ctverec. (Vietnam)

Poradné vyzvy

Uloha 37. Na tabuli jsou napsana racionalni &isla o a -, kde m, n jsou nesoudélnd
kladna cela ¢isla. Evan muze v kazdém kroku vybrat dveé ¢isla x, y na tabuli a napsat
také jejich aritmeticky priamér +y ¢i jejich harmonicky primeér T Urcete vSechny
dvojice (m,n), pro néz dovede Evan po kone¢né mnoha krocich zapsat na tabuli 1.

(USAJMO 2019)
Uloha 38. Najdéte viechny dvojice piirozenych ¢isel (n, k), které splituji
(2F —1)(2F —2)(2F —4)... (28 —2F " hy = nl.
(IMO 2019)

Uloha 39. Uvazujme neprazdnou mnozinu kladnych celjch ¢isel S takovou, Ze
kdykoliv jsou a, b dva (ne nutné rizné) prvky S, pak i ab+ 1 € S. DokaZte, Ze jen

koneéné mnoho prvocisel nedéli zddny prvek S. (ELMO 2019)
Uloha 40. Pro piirozené n > 3 definujme posloupnost pfirozenych éisel ay, .. ., ax
pomoci rozkladu
ptlnpgz . _pzk

kde p; < p2 < --- < pg jsou prvomsla. Najdéte vSechna n, pro néz je posloupnost
ai, ..., qp geometricka. (MEMO 2017 T8)
Uloha 41. Je déna nekone¢nd posloupnost aj,as,as, ... prirozenych &isel takova,
* R S

a9 as Qp, a1

je prirozené ¢islo pro vsechna n > k, kde k je néjaké pevné pfirozené ¢islo. Dokazte,
7€ a4y = ap41 pro vsechna n > m, kde m je néjaké pevné prirozené ¢islo.
(IMO 2018)

Uloha 42. Najdéte viechny trojice (p, z,y), kde p je prvoéislo a z, y jsou p¥irozena
¢isla takova, ze 2P~ +y i 2 + yP~! jsou mocniny p. (ISL 2014)

Literatura a zdroje

Tato pfednaska vznikla vesmés tak, Ze jsem vzal sviij p-valuaéni prispévek z letniho
PraSeciho soustiedéni 2021 a pfedstavil pfed néj prispévek o pocitani mod p od Pepy
Tkadlece, jemuz timto dékuji. Nékteré ulohy jsem doplnil téz z iKSkového prispévku
Kuby Svobody, jemuz rovnéz patii mé diky.

[1] Pepa Tkadlec: Poéitdni modulo p, Mentaurov, 2013.

[2] Maté&j Dolezalek: p-valuace, Lyseciny, 2021.

[3] Kuba Svoboda: p-valuace, sbornik iKS, 2015.



Hinty

Hint 1. z — L je jen bijekce Z, .

Hint 2. 1=+ 1+ 1.

Hint 3. BUNO si sefad valuace, potom piimocafe pocitej.
Hint 4. AG nerovnost.

Hint 5. Odhadni zvlast kazdy ¢len

ERERERERES

Hint 6. Kummer piekldda mezi pétkovou a trojkovou soustavou.

Hint 7. Vol k tak, aby vznikly dvé LTEckové dvojice.

Hint 8. Rozkladej 3" — 1 = (3"/2 4+ 1)(3"/2 — 1), dokud to jde.

Hint 9. Oznac si p-valuace jednotlivych proménnych a rozebirej jejich mozné poradi.

z Legendreovy formule.

Hint 10. p v Citateli se nemé, chudacek, s ¢im zkratit. No a jakmile uz jsme v nasobcich

24 1z je jen informace o n&jakém zbytku mod p.

p, informace ,ktery z nich mod p
Hint 11. Ciferny soucet prirozeného cisla je > 1.

Hint 12. V nerovnostech z dikazu pfedchozi tlohy musela v§ude nastat rovnost.

Hint 13. a™ | b" ! znamena Z‘;((Z)) < "T'H V podstaté totéz jde Fict s logaritmem misto
valuaci.

Hint 14. Chces nezdporné 2-valuace a 5-valuace. Dirichlet pomuze.

Hint 15. Pamatujes si vzorecek pro 12 + 22 + ... + n2?? Nebo aspoii znas nékoho, kdo si
ho pamatuje?

Hint 16. V Legendreové formuli zahod celé ¢asti.

Hint 17. Vyuzij Kummerovu vétu. Pokud a = vp(n + 1), pak n + 1 zapsané v soustavé
o zakladu p konéi o nulami.

Hint 18. Délitelnost dava nerovnost (tfeba) 2-valuaci. Vhodné odhadni celé ¢4sti v nenu-
lovych ¢lenech, téch je asymptoticky logn.

Hint 19. Formuluj pomoci ciferného zapisu v p-soustavé.

Hint 20. Legendre vlevo, Fermat vpravo.

Hint 21. Prosté si vyrob LTEckovy tvar a moc se s tim nepare;.

Hint 22. Nezapomeii na pfedpoklady LTE. Hodi se mala Fermatova véta: a? = a (mod p)
pro kazdé a.

Hint 23. LTE néco povi o 5-valuaci. Dej pozor na piipad p = 2.

Hint 24. LTE na a” — 1. Nezapomeiite peclivé ovérit predpoklady.

Hint 25. Pfeved y” na pravou stranu a podivej se na p-valuaci.

Hint 26. Chces aplikovat LTE a vyuzit vp(n) < 1, dej vSak pozor na degenerované piipady
souvisejici s dvojkou.

Hint 27. M4-li ™ — b" pouze prvodiselné délitele, kteii déli a — b, pak dovedes odhadnout
v8echny p-valuace.

Hint 28. Nejtézsi ¢ast: dokaz, Ze nejmensi prvoéislo p | b také déli @ — 1. Potom rozlis
paritu p, pouzij LTE a peclivé odhadni n — vp(n).

Hint 29. Pokud m4 4(a™ + 1) lichého prvociselného délitele p, podivej se na 4(aP™ + 1).
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Hint 30. Pro kazdé prvodislo p | ¢ rozli§ pfipady dle toho, zdap|a—bazdap]|a,b.
Hint 31. Predpokladej, Ze spoleény jmenovatel ma prvociselného délitele, a najdi spor.
Hodi se tusit néco o fadech prvkid modulo p.

Hint 32. Posbirej k sobé % + pia, tim ziskas jedno p. Druhé vzejde prozkoumanim toho,

co zbyva.

Hint 33. Zkus n = p", trik je ve spravné volbé lichého prvodisla p. Zkus pouzit LTE na
»zrcadlové®“ cCleny.

Hint 34. Poupravuj vyraz tak, aby ses zbavil(a) minust — jakmile uvidi§ né&jakou ,souvis-
lou* sumu prevracenych hodnot, jsi + spravné.

Hint 35. Nalevo se s¢itaji prevracené hodnoty. Napravo muze pomoci rozepsat 2 = (1+1)2
z binomické véty.

Hint 36. Pojmenuj si étverec a® a uprav na soudin. Potom zkoumej 3-valuaci, zbav se a a
omez n.

Hint 37. Ma-li m + n lichého prvociselného délitele p, divej se na cely proces mod p.
Hint 38. Pomoci 2-valuace a 3-valuace omez k, zbytek dorozeber.

Hint 39. Divej se na S mod p. Pii pfedpokladu sporu pak je kazdé b — ab + 1 jen
permutace.

Hint 40. Hodi se Bertrandiv postulat: pro kazdé pfirozené ¢islo n > 2 existuje prvodislo
p spliiujici n < p < 2n.

Hint 41. Stac¢i ukazat, ze nepfibyvaji nova prvocisla a vSechny p-valuace jsou od néjaké
chvile nerostouci. Rozli§ pfipady podle toho, zda nékdy (za indexem k) nastane vp(an) >
vp(a).

Hint 42. Pfiprav se na spoustu rozebirani rozbitych pfipadt. Hlavni myslenka je hledat
velké valuace p v rozdilech y — x potazmo y? — zP.
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