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Invarianty a monovarianty
Matéj Dolezadlek

Abstrakt. Piispévek obsahuje tlohy na invarianty, monovarianty a obarvovani.
V ukézkach jsou jednoduché tlohy na pfedstaveni jednotlivych typu tloh. Slozi-

ez

t&jsi tlohy jsou predevsim z IMO shortlisti a narodnich olympiad.

Jednoduché invarianty

Za invariant chceme zvolit veli¢inu, ktera se zachovava pfi procesu popsaném v tloze.
Pokud se v procesu vyskytuje néjaka volba z vice moznosti, byva dobré, aby invariant
ysmazal“ rozdily mezi nimi.

Uloha 1. Drak ma 100 hlav. Rytif jich umi najednou useknout 15, 17, 20, nebo 5.
Nésledné drakovi naroste v jednotlivych pfipadech 24, 2, 14, nebo 17 hlav. Pokud
drak neméa zadnou hlavu, zemie. Muze drak zemfit?

Reseni. Nemftize. Kazd4 z rytifovych moznosti zachovéva pocet hlav mod 3. Pfitom
100 20 (mod 3), takze drak nemiize pFijit o vSechny hlavy.

Uloha 2. Ve vrcholech Sestitthelniku jsou napsana postupné é&isla 1, 0, 1, 0, 0, 0.
V jednom kroku smime zvysit o jedna dvé sousedni ¢isla. Je mozné opakovanim
tohoto kroku ziskat Sest stejnych ¢isel?

Uloha 3. Kazdé z ¢isel od jedné do milionu nahradime jeho cifernym souétem.
Opakujeme, dokud nedostaneme milion jednocifernych ¢isel. Bude vic jednicek, nebo
dvojek?

Uloha 4. Je dano 5 bodt: (—5,10), (8,7), (—=3,4), (6,5), (9,4). Jsou povoleny na-
sledujici dvé operace. Bud mtzeme vybrat 2 body, jeden z nich posunout o jednotku
nahoru a druhy o jednotku doprava, nebo vybereme 2 body a jeden nich posuneme
o jednotku dolti a druhy o jednotku doleva. Najdi mnozinu vSech bodi (x,y) tako-
vych, Ze po koneéném poctu operaci mohou byt vSechny body pravé (x,y).

Uloha 5. Na tabuli je napsdno v desitkové soustavé celé kladné ¢islo N. Pokud
neni jednomistné, smazeme jeho posledni ¢islici ¢ a ¢islo m, které na tabuli ztstane,
nahradime ¢islem |m — 3¢|. Naptiklad bylo-li na tabuli éislo N = 1204, po tpravé
tam bude |120 — 3 - 4| = 108. Proces skon¢i, jakmile dostaneme jednomistné éislo.
Najdéte vsechna prirozena ¢isla N, z nichz opakovanim popsané tpravy nakonec
dostaneme ¢islo 0. (62-A-I11-4)



Jednoduché monovarianty

Monovarianty se hodi tam, kde chceme ukézat, ze se néjaky proces zastavi. Obcas se
také v tlohach zadajicich sestrojeni néjaké specifické konstrukce mutize monovariant
hodit k postupnému vylepsovani. Jako monovariant se ¢asto hodi néjaky soucet nebo
obecnéji vazeny soucet, ktery v procesu bude klesat. V nékterych tlohéch se ale miize
upotfebit i rostouci veli¢ina (kterou umime shora omezit) nebo néco exoti¢té&jsiho
jako lexikografické usporadani.

Uloha 6 (folklor). V fadé lezi n minci. V kazdém kroku mfizeme vzit minci, ktera
lezi orlem nahoru a otocit ji spolu se vSemi mincemi napravo od ni. Mizeme toto
provadét do nekonecna?

Reseni. Ne. Stav minci reprezentuje binarni &islo, které se v kazdém kroku zmensuje.

Uloha 7. Kazdy senitor ma nejvyse 3 nepfatele, nemtize byt svym nepiitelem a
nepratelstvi je vzajemné. Dokaz, Zze umime senat rozdélit na dveé frakce tak, ze kazdy
senator ma nejvyse jednoho nepfitele ve své frakci.

Uloha 8. Ve 123 ohradéch je rozmisténo 1000 tulefiti a 1000 ptakopyski. Pro pohyb
mezi ohradami plati, Zze bud tulen jde z mistnosti s vice tuleni nez ptakopysky do
mistnosti s vice ptakopysky nez tuleni (po¢itano pfed jeho pohybem), nebo naopak
ptakopysk jde z ohrady s vice ptakopysky nez tuleni do mistnosti s vice tuleni nez
ptakopysky (poc¢itédno pied jeho pohybem). Ukazte, Ze nastane situace, kdy se nebude
moci zadny tvor pohnout.

Uloha 9. 2021 lidi je rozmisténo ve 100 pokojich. Kazdou minutu nékdo piejde
z jednoho pokoje do pokoje, kde je alespon tolik lidi jako v pokoji, odkud vychazel.
Ukazte, ze po konecné mnoha krocich budou vSichni v jedné mistnosti.

Uloha 10. Ke kulatému stolu méa usednout 2n poslanctl, z nich# kazdy mé nejvyse
n — 1 nepratel. Ukazte, Zze je mozno je rozesadit tak, aby nikdo nesedél vedle svého
nepiitele.

Obarvovani Sachovnice

Objektu, ktery vznikne postupnym spojovanim c¢tverct, fikame polyomino, speci-
alné polyomino velikosti n, kde n je pocet pouzitych ¢tverctd. Pro n = 1,2,3,4,5
pouzivame pojmy monomino, domino, triomino, tetromino, pentomino. Pro kostky
tetromina pouzivame oznaceni I, L, O, S, T, coz pfipominad vSech 5 typu kostek.
Podobné u triomin méame I a L.

Nejcastéji se hodi rizna obarveni podle souc¢tu soufadnic mod n. Jednotlivé
barvy pak vykresli cyklicky se stfidajici diagonaly, specialné pro n = 2 je to klasické
Sachovnicové obarveni.

Uloha 11 (folklor). Z klasické sachovnice 8 x 8 odebereme dvé protéjsi rohova
policka. Lze ji potom pokryt pomoci domin?



Reseni. Nelze. Kazdé domino zakryje jedno bilé a jedno ¢erné pole, ale ¢ernych a
bilych policek neni stejné mnoho.

Uloha 12. V levém dolnim rohu Sachovnice stoji k. Mize proskakat viechna
policka Sachovnice (kazdé navstivit pravé jednou) a skonéit v pravém hornim rohu.

Uloha 13. Lze sachovnici 10 x 10 vyplnit T-tetrominy?
Uloha 14. Je mozné vyplnit $achovnici 10 x 10 pomoci I-tetromin?

Uloha 15. Sachovnici 8 x 8 jsme pokryli 21 pomoci I-triomin tak, Ze pravé 1 policko
zustalo nepokryté. Kde mutze byt toto volné policko?

Uloha 16. Feldo nasiel na povale starti Ssachovi figrku — delfina a spomenul si
na vekmi zabudnuty kaprov problém. Delfin sa méze hybat o 1 policko doprava,
o 1 policko hore alebo o 1 policko po diagondle dolava dole. Na zaciatku stoji delfin
v lavom dolnom rohu Sachovnice 8 x 8. D4 sa s nim prejst celd Sachovnica tak, aby
na kazdom policku stal préve raz? (KMS, 2003/04, L1, 10)

Uloha 17. Ze Sachovnice 10 x 10 jsme sebrali jeden rohovy ¢tverec 5 x 5. Jde zbytek
pokryt I-triominy?

Uloha 18. 200 x 200 square is colored like a chessboard. In one move, we can choose
any 2 x 3 rectangle and switch the colors of all of its cells. Can we make all cells of
the square be the same color? (St Peterburg Olympiad 2010)

Uloha 19. V kazdém policku desky m x n je napsano piirozené &slo. V jednom
kroku muazeme pricist stejné celé ¢islo k ¢islim ve 2 sousednich poli, pokud obé ¢isla
zistanou nezaporni. Kdy muzeme po koneéném poctu kroktt dosdhnout stavu, ze

ve vSech polich tabulky je 07 (IMO Shortlist 1989)

Cisla v fadé, v kruhu a na hroméadce

Uloha 20. Do kruhu je uspoiddano n lamp. Stav lampy je bud vypnuta, nebo
zapnutd. V kazdém kroku se v jeden moment pfepne (zméni stav) kazdd lampa,
ktera nesousedi s lampou stejného stavu. Pro jaka n se po néjakém poctu kroki uz
nezméni stav zadné lampy pfi libovolném pocatecnim rozdéleni stavi?

(Kanada 1994, upraveno)

Uloha 21. Mé&jme na tabuli napsana piirozena éisla 1, z, ..., z,. V jednom tahu
mizeme vybrat dvé ¢isla z; a z; takova, Ze ani jedno nedéli druhé a nahradit je
postupné ged(z;, z;) a lem(x;, z;). Ukaz, Ze miZeme udélat pouze koneéné mnoho
tahi. (Putnam 2008)

Uloha 22. Several positive integers are written in a row. Iteratively, Alice chooses
two adjacent numbers z and y such that = > y and « is to the left of y, and replaces
the pair (z,y) by either (y + 1,2) or (z — 1,x). Prove that she can perform only
finitely many such iterations. (IMO Shortlist 2012)



Uloha 23. Rumburak unesl na sviij hrad 31 ¢lenti strany A, 28 ¢lenti strany B,
23 ¢lenu strany C, 19 ¢lenu strany D a kazdého zaviel do samostatné kobky. Po
préaci se ob¢as mohli prochézet po dvore a povidat si. Jakmile si spolu zacali povidat
tfi ¢lenové t¥i rtznych stran, Rumburak je za trest preregistroval do ¢tvrté strany.
(Nikdy si spolu nepovidali vice nez t¥i uneseni.)

a) Mohlo se stat, Ze po uréitém c¢ase byli vSichni uneseni ¢leny jedné strany? Které?
b) Urcete vSechny ¢tvetice celych kladnych ¢isel, jejichz soucet je 101 a které jako
poCty unesenych ¢lent ¢ty stran umoznuji, aby se Rumburakovou péci casem
vsichni stali ¢leny jedné strany. (59-A-111-3)

Uloha 24. Each term in a sequence 1,0,1,0,1,0,... starting with the seventh is
the sum of the last 6 terms mod 10. Prove that the subsequence ...,0,1,0,1,0,1,...
never occurs.

Uloha 25. V kazdém z vrchold pravidelného n-thelniku A;As ... A, lezi urcity
pocet minci: ve vrcholu Ay je to vzdy pravé k minci, 1 < k < n. Vybereme dvé
mince a pfemistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune
ve sméru a druha proti sméru chodu hodinovych rucic¢ek. Rozhodnéte, pro ktera n
Ize po kone¢ném poctu takovych premisténi docilit toho, Ze pro libovolné k bude ve
vrcholu Ay, lezet n + 1 — k minci. (58-A-II1-5)

Uloha 26. Vrcholy n-tthelnika jsou o¢islované realnymi ¢isly. Budte a, b, ¢, d ¢tyfi
sousedni éisla (v tomto poradi). Je-li (a —d)(b—¢) < 0, miZeme vyménit b a ¢c. Mze
byt tato operace provadéna nekonecné dlouho?

Ruzné

Uloha 27 (provar). Na zacatku je 9 ze 100 étvercti v miizce 10 x 10 infikovanych.
Pokud ¢tverec sousedi s alesporii 2 infikovanymi ¢tverci, stane se takové infikovanym.
Je mozné, ze nakonec budou v8echny ¢étverce infikované?

Uloha 28. Mgjme (neuspotadanou) trojici {3,4,12}. Jsou-li a, b dva prvky nasi
trojice, mtzeme je nahradit ¢isly 0.6a — 0.8b a 0.8a + 0.6b. Mtzeme nékdy dostat
trojici (a) {4,6,12} nebo (b) {z,y, 2}, kde |z — 4], |y — 6|, |z — 12] < 17

Uloha 29. V kazdém policku tabulky m x n je napsano realné ¢islo. V jednom kroku
mizeme zménit znaménka u vSech ¢isel v jednom fadku nebo v jednom sloupci.
Ukazte, Ze lze dosdhnout stavu, kdy bude soucet v kazdém tadku i v kazdém sloupci
nezaporny.

Uloha 30. V mfizce vyberme body A = (0,0), B = (0,1), C = (1,0). V jednom
tahu muzeme ve stfedové soumeérnosti zobrazit bod podle jiného uz oznaceného bodu.
Mizeme se dostat k poslednimu bodu étverce D = (1,1)?

Uloha 31. Na nekoneéné ledové plose lezi tii rozlisitelné puky tak, Ze nejsou v jedné
pfimce. Hokejista v jednom kroku vybere libovolny puk a prostfeli ho mezi dvéma
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zbylymi tak, aby neskoncily v jedné pfimce. Mohou po 2021ti krocich puky lezet ve
stejnych pozicich jako na zacatku?

Uloha 32. V roviné je n ¢ervenych a n modrjch bodt. Zadné 3 nelezi na piimce.
Ukaz, ze umime najit n usecek spojujicich ¢erveny a modry bod, tak, ze zadné 2
tsecky nemaji spoleény bod.

Uloha 33. Na zacatku je jen jedna kulicka a ta je na pozici (0,0). Pokud je na
pozici (4, ) kulicka a na pozicich (i, + 1), ani (¢ + 1, §) neni, pak miizeme z pozice
(i,4) odebrat kulicku a dét po 1 kuli¢ce na pozice (i + 1,7) a (4,5 + 1). Dokaz, ze
vzdy budou existovat a a b, kde a + b < 3, takova, Ze na pozici (a, b) je kulicka.
(Indie TST 2004)

Uloha 34. V bodé (0,0) jsou 4 kaminky. V jednom kroku miizeme odebrat kaminek
z bodu (7, ) a umistit po 1 kaminku na (i+1, j) a (¢, j+1). Dokazte, Ze po libovolném
poctu krokti budou vzdy v né€jakém bodé alesponn 2 kaminky.

Uloha 35. Five identical empty buckets of 2-liter capacity stand at the vertices of
a regular pentagon. Cinderella and her wicked Stepmother go through a sequence of
rounds: At the beginning of every round, the Stepmother takes one liter of water from
the nearby river and distributes it arbitrarily over the five buckets. Then Cinderella
chooses a pair of neighbouring buckets, empties them to the river and puts them
back. Then the next round begins. The Stepmother goal’s is to make one of these
buckets overflow. Cinderella’s goal is to prevent this. Can the wicked Stepmother
enforce a bucket overflow? (IMO Shortlist 2009)

Co nemam vyftesené. ..

Uloha 36. M¢jme k prepinactl v fadé. Kazdy prepina¢ ukazuje nahoru, doprava,
dol nebo doleva. Pokud t#i sousedni pfepinace ukazuji riznymi sméry, jsou vsechny
prepnuty do étvrtého sméru. Ukazte, Ze se proces zastavi. (BAMO 2006-5)

Uloha 37. A house has an even number of lamps distributed among its rooms in
such a way that there are at least three lamps in every room. Each lamp shares
a switch with exactly one other lamp, not necessarily from the same room. Each
change in the switch shared by two lamps changes their states simultaneously. Prove
that for every initial state of the lamps there exists a sequence of changes in some
of the switches at the end of which each room contains lamps which are on as well
as lamps which are off. (IMO Shortlist 2005)

Uloha 38. On an infinite chessboard, a solitaire game is played as follows: at the
start, we have n? pieces occupying a square of side n. The only allowed move is
to jump over an occupied square to an unoccupied one, and the piece which has
been jumped over is removed. For which n can the game end with only one piece
remaining on the board? (IMO 1993 P3)

Uloha 39. Ke kazdému vrcholu pétithelniku napiseme celé &slo, soucet viech péti
¢isel je kladny. Pokud na obvodu pétitihelniku jsou x, y a z (v tomto poradi) a y < 0,
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mizeme tuto trojici nahradit trojici x + vy, —y, y + 2. Mtze tento proces probihat
nekone¢né dlouho? (IMO 1986 P3)

Uloha 40. Ve vrcholech pétitihelnika jsou napsana celd &isla tak, Ze jejich soudet
je 2011. V jednom kroku muzeme od kazdého ze dvou sousednich vrchold odecist
libovolné m a k jejich protéjSimu vrcholu pri¢ist 2m. Ukaz, ze pokud dosdhneme
stavu, ve kterém jsou ve vSech vrcholech kromé jednoho 0 a ve zbyvajicim 2011, je
tento ,zbyvajici“ vrchol urcen pocatec¢ni konfiguraci jednoznacné.

Uloha 41. A solitaire game is played on an m x n board with markers having one
white side and one black side. Each of the mn cells contains a marker with its white
side up, except for one corner square which has a marker with its black side up. The
allowed move is to select a marker with black side up, remove it, and turn over all
markers in squares sharing a side with the square of the chosen marker. Determine
all pairs (m, n) for which it is possible to remove all markers from the board.

(IMO Shortlist 1998)

Uloha 42. There are n markers, each with one side white and the other side black,
aligned in a row so that their white sides are up. In each step, if possible, we choose
a marker with the white side up (but not one of the outermost markers), remove it
and reverse the closest marker to the left and the closest marker to the right of it.
Prove that one can achieve the state with only two markers remaining if and only if
n — 1 is not divisible by 3. (IMO Shortlist 2005)

Uloha 43. Mame 3 hromady kamenti. Z jedné hromady miizeme piehodit nékolik
kamenti do druhé, pokud tim zdvojnasobime pocet kamenti ve druhé hromadé. Je
mozné takto zrusit nékterou hromadu? (IMO Shortlist 1994)

Uloha 44. We have 2™ sheets of paper, with the number 1 written on each of them.
We perform the following operation. In every step we choose two distinct sheets; if
the numbers on the two sheets are a and b, then we erase these numbers and write
the number a + b on both sheets. Prove that after m2™~! steps, the sum of the
numbers on all the sheets is at least 4™. (IMO Shortlist 2014)

Uloha 45. Let n > 2 be a positive integer and ) a positive real number. Initially
there are n fleas on a horizontal line, not all at the same point. We define a move as
choosing two fleas at some points A and B, with A to the left of B, and letting the
flea from A jump over the flea from B to the point C so that ﬁ—g =\

Determine all values of A such that, for any point M on the line and for any
initial position of the n fleas, there exists a sequence of moves that will take them

all to the position right of M. (IMO Shortlist 2000)

Uloha 46. Starting with the triple (1007+/2,2014v/2,1007/14), define a sequence
of triples (s, Yn, 2n) by

Tn+1 = \/xn(yn + zn — xn)7
Yn+1 = \/yn(zn +Tn — Yn),
Zn+1 = \/Zn(xn + Yn — Zn)
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for n > 0. Show that each of the sequences (z,,)n>0, (Un)n>0, (2n)n>0 converges to
a limit and find these limits. (Indie TST)

Uloha 47. A crazy physicist discovered a new kind of particle wich he called an
imon, after some of them mysteriously appeared in his lab. Some pairs of imons in the
lab can be entangled, and each imon can participate in many entanglement relations.
The physicist has found a way to perform the following two kinds of operations with
these particles, one operation at a time.

(i) If some imon is entangled with an odd number of other imons in the lab, then
the physicist can destroy it.

(ii) At any moment, he may double the whole family of imons in the lab by creating
a copy I’ of each imon I. During this procedure, the two copies I’ and J’ become
entangled if and only if the original imons I and J are entangled, and each copy
I’ becomes entangled with its original imon I; no other entanglements occur or
disappear at this moment.

Prove that the physicist may apply a sequence of much operations resulting in a
family of imons, no two of which are entangled. (IMO Shortlist 2013)

Uloha 48. Some positive integers are initially written on a board, where each 2 of
them are different. Each time we can do the following moves:

(i) If there are 2 numbers (written in the board) in the form n, n 4+ 1 we can erase
them and write down n — 2.

(ii) If there are 2 numbers (written in the board) in the form n, n 4 4 we can erase
them and write down n — 1.

After some moves, there might appear negative numbers. Find the maximum value
of the integer ¢ such that: Independetly of the starting numbers, each number which
appears in any move is greater or equal to c. (Recko TST)
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Hinty

Hint 2. Liché a sudé pozice.

Hint 3. Co se notoricky zachovava pfi ciferném souctu?

Hint 4. Pokud je v mnoZiné (a,b), o jakych dalsich bodech umime Fici, ze tam budou?
Potom ovéf, jestli se do néjakého takového bodu umime dostat.

Hint 5. 31.

Hint 7. Néjak je rozdélit a pak pfesouvat.

Hint 8. Rozdily v jednotlivych mistnostech.

Hint 9. Pfimocare, ale slozité: sefazeni a lexikografické uspofadani. Chytre: co takhle
néjaka konvexni funkce?

Hint 10. Zkus zlepSovat situaci pomoci obraceni poradi v néjakém oblouku.

Hint 12. Barvy policek.

Hint 13. Sachovnicové obarveni.

Hint 14. Barveni mod 4.

Hint 15. Barveni.

Hint 16. Modulo 3.

Hint 18. Nejde to. Obarvi tfemi barvami.

Hint 19. Sachovnicové obarveni.

Hint 20. Co se da fici o chovani jednotlivych lamp?

Hint 21. Co se neméni? Co se naopak zvétsuje?

Hint 22. Najdi vyraz, ktery se v kazdém kroku zvysi.

Hint 24. Vymysli vaZeny soucet Sesti po sobé jdoucich ¢lent tak, aby to byl invariant.
Hint 25. Vazeny soucet.

Hint 26. Souciny sousednich.

Hint 27. Obvod.

Hint 28. Délka vektoru.

Hint 29. Soucet v celé tabulce.

Hint 30. Soufadnice mod 2.

Hint 31. Orientace.

Hint 32. Néjak to spoj a odstranuj kiizeni.

Hint 33. Reknéme, Ze v kazdém kroku se piislusna kulicka rozkroji na dvé poloviéni.
Celkovy objem se pak neméni.

Hint 34. Stejny invariant jako v predeslé uloze.

Hint 35. Popelka chce omezit soucty v nesousednich kbelicich.

Hint 36. Soucet odmocnin 7 takovych, ze vypina¢ na i-té a ¢ + 1-ni pozici je v téze pozici.
Hint 37. Sporem.

Hint 38. Tti barvy.

Hint 39. Soucet absolutnich hodnot souc¢tii véech podmnozin ¢isel ve vrcholech takovych,
Ze jsou tato Cisla v pétithelniku vedle sebe.

Hint 41. Uhodnout feSeni a indukci, na zbytek parita.

Hint 42. Na jednu ¢ast indukci, na druhou modulo.

Hint 43. Binarka a déleni se zbytkem.

Hint 44. V pribéhu feseni se d& pouzit AG nerovnost.
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Hint 46. z, y, z jsou strany trojuhelnika.
Hint 47. Je to graf a d& se vyuzit jeho barevnost — nejmensi pocet barev, kterymi lze
obrarvit graf, aby 2 vrcholy spojené hranou mély rtiznou barvu.



