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Základńı vlastnosti

Definice. Řekneme, že a, b jsou kongruentńı modulo m, pokud m | a− b. Znač́ıme a ≡ b (mod m).

Pokud a ≡ c a zároveň b ≡ d (mod m), pak i

a + b ≡ c + d (mod m), ab ≡ cd (mod m).

Pokud ac ≡ bc (mod m), pak i a ≡ b (mod m
NSD(m,c) ).

Úloha 1. Ukažte, že 260 + 730 je násobek třinácti.

Úloha 2. Jaký zbytek po děleńı sedmnácti dává 132020?

Úloha 3. Necht’ S(a) znač́ı ciferný součet a v deśıtkové soustavě. Potom S(a) ≡ a (mod 9).

Úloha 4. Je dáno přirozené č́ıslo n nesoudělné s 10. Dokažte, že nějaké č́ıslo zapsané (v deśıtkové soustavě)
samými jedničkami je násobkem n.

Kvadratické zbytky

Definice. Č́ıslo a nazveme kvadratickým (ne)zbytkem mod n, pokud (ne)jde vyjádřit jako a ≡ x2 (mod n).

Úloha 5. Najděte všechny dvojice přirozených č́ısel a, b, které splňuj́ı a2 = 1! + 2! + · · ·+ b!.

Úloha 6. 4042ciferné přirozené č́ıslo n je zapsáno (v nějakém pořad́ı) 2021 nulami a 2021 jedničkami. Může n
být druhou mocninou celého č́ısla?

Úloha 7. Pro která n lze tabulku n × n vyplnit č́ısly 1 až n2 tak, aby součet v každém sloupci i v každém
řádku byl dělitelný sedmi?

Úloha 8. Najděte všechna celoč́ıselná řešeńı rovnice x4 + y4 = z4 + 4.

Mocniny

Věta (malá Fermatova). Mějme prvoč́ıslo p a č́ıslo a ≡/ 0 (mod p). Pak ap−1 ≡ 1 (mod p).

Úloha 9. Jsou dána r̊uzná prvoč́ısla p, q. Dokažte pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq).

Úloha 10. Modulo prvoč́ıslo p = 4k + 3 je −1 kvadratický nezbytek.

Úloha 11. Je dáno prvoč́ıslo p. Dokažte, že existuje nekonečně mnoho přirozených č́ısel n takových, že p | 2n−n.
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