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» a|baziroveii a| c = al|(b+c¢),
> a|b = a] bc,
> 1 déli cokoliv,
> cokoliv déli 0,
» a| bc a zdroveli NSD(a,b) =1 = a|c,
» je-li p prvotislo: p| ab = p| anebo p|b.
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Uloha 1

Ukazte, 7e 290 + 730 je nasobek t¥inacti.

260 4 730 = 1615 4 4915 = 315 4 (_3)15 = 315 _ 315 =0 (mod 13)
Uloha 2

Jaky zbytek po d&leni sedmnacti dava 1320207

132020 = (_4)2020 = 161010 = (_1)1010 = 1505 =1 (mod 17)
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Necht S(a) znati ciferny soutet a v desitkové soustavé. Potom

S(a) =a (mod 9).
Necht a = 3,a,-1...a180. Plati 10/ = (1)) =1 (mod 9), takze

a=10"a,+ 10" ta,_ 1 +---+10a; + ap =
=ap+tap1+---+ar+a =S5 (mod?9).
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Z nesoud&lnosti n a 10 pak n | Jp_,.
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Idea: nékteré vyrazy nemusi davat v8echny zbytky mod n.

1 2 3 4 5 6
1 4 2 2 4 1

x (mod 7) ‘
x2 (mod 7) ‘

0
0

Definice
Cislo a nazveme kvadratickym (ne)zbytkem mod n, pokud (ne)jde
vyjadfit jako a = x? (mod n).

Pozorovéni: x? = (—x)?, takZe kvadratickych zbytki mod n je
nanejvys 5 + 1.
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P¥iklady kvadratickych zbytki:

> mod 4: O, 1,
» mod 8: 0, 1, 4,

» mod 3: O, 1,
» mod9: 0,147,

» mod5: 0, 1,4,
» mod7: 0,1, 2, 4.
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Uloha 5
Najdéte vSechny dvojice pfirozenych &isel a, b, které spliiuji
=142 4.+ bl

Zvolme n. Pro b > n pak b! =0 (mod n), takze
U424+ bl=114+21+--- 4+ (n—1) (mod n).

Zkusme najit n, pro které to bude kvadraticky nezbytek:
> n=3:11+2I =3 =0 (mod 3) — kv. zbytek.
> n=4:11+21 43! =9 =1 (mod 4) — kv. zbytek.
» n="511+21+31+ 41 =33 =3 (mod 5) — kv. nezbytek.
Pro b > 5 tedy neexistuje Feseni, vyzkousenim b € {1,2,3,4}
najdeme Yeeni (a, b) = (1,1) a (a, b) = (3, 3).
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a’> =n=5(n)=2021 = S(2021) =5 (mod 9).
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4042ciferné p¥irozené &islo n je zapsano (v n&jakém potadi) 2021
nulami a 2021 jedni¢kami. M{iZe n byt druhou mocninou celého
&isla?

2

NemiZe. Kdyby n = a“, znamenalo by to

a’> =n=5(n)=2021 = S(2021) =5 (mod 9).

Ale 5 je kvadraticky nezbytek modulo 9.
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Pro kterd n Ize tabulku n x n vyplnit &isly 1 a% n? tak, aby soutet
v kaZdém sloupci i v kazdém ¥adku byl dé&litelny sedmi?

Souget viech &sel v tabulce bude muset byt $n?(n? 4 1).

TakZe 7 | n? nebo 7 | n? 4+ 1. Ale —1 je kvadraticky nezbytek mod
7, takZe 7 | n. Pro ndsobky sedmi tabulku snadno vyplnime:

1123|456 |7
819 10|11 12|13 |14
15116 |17 |18 |19 | 20 | 21
22 123 124 |25 |126| 27|28
29 130 |31 |32(33|34|35
36 | 37 | 38|39 |40 | 41 | 42
43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49




Zzkladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

X7

Kdyby —1 byla kvadraticky zbytek, nasli bychom i dalsi ¥eseni.
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Kdyby —1 byla kvadraticky zbytek, nasli bychom i dalsi ¥eseni.
Nap¥. pro n = 3 Ize tabulku vyplnit tak, aby soulty v ¥adcich i
sloupcich byly nasobky péti:
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Modulo 8:
sudé x = x*=0 (mod 8), liché x = x*=1 (mod 8).

Prava strana je potom 4 nebo 5, zatimco leva 0, 1 nebo 2.
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Najdéte viechna celotiselna Yedeni rovnice x* + y* = z4 + 4.

Modulo 8:
sudé x = x*=0 (mod 8), liché x = x*=1 (mod 8).

Prava strana je potom 4 nebo 5, zatimco leva 0, 1 nebo 2.

v ’

73dné ¥edeni tedy neexistuje.
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Véta (mald Fermatova)
Mé&jme prvocislo p a &islo a %0 (mod p). Pak a”~1 =1 (mod p).

Diikaz.
ZapiSme vSechny navzajem riizné nenulové zbytky mod p:
1,2,...,p— 1. Déle v8e pfendsobme a, dostaneme

a,2a,...,(p—1)a. Op&t navzajem rizné zbytky: kdyby ia = ja
(mod p), miZzeme zkratit a, coZ je nesoudélné s p, takze i = j.



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Véta (mald Fermatova)
Mé&jme prvocislo p a &islo a %0 (mod p). Pak a”~1 =1 (mod p).

Diikaz.
ZapiSme vSechny navzajem riizné nenulové zbytky mod p:
1,2,...,p— 1. Déle v8e pfendsobme a, dostaneme

a,2a,...,(p—1)a. Op&t navzajem rizné zbytky: kdyby ia = ja
(mod p), miZzeme zkratit a, coZ je nesoudélné s p, takze i = j.

(p — 1)-tice zbytkd (1,2,...,p—1), (a,2a,...,(p — 1)a) jsou
stejné az na poradi, takze
(p—1)=a-2a---(p—1a=a""t (p-1),
1=a""1 (mod p).



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Véta (mald Fermatova)
Mé&jme prvocislo p a &islo a %0 (mod p). Pak a”~1 =1 (mod p).

Diikaz.
ZapiSme vSechny navzajem riizné nenulové zbytky mod p:
1,2,...,p— 1. Déle v8e pfendsobme a, dostaneme

a,2a,...,(p—1)a. Op&t navzajem rizné zbytky: kdyby ia = ja
(mod p), miZzeme zkratit a, coZ je nesoudélné s p, takze i = j.

(p — 1)-tice zbytkd (1,2,...,p—1), (a,2a,...,(p — 1)a) jsou
stejné az na poradi, takze
(p—1)=a-2a---(p—1a=a""t (p-1),
1=a""1 (mod p).



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 9
Jsou déna riizna prvotisla p, g. Doka¥te p9=! +gP~ 1 =1
(mod pq).



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 9
Jsou déna riizna prvotisla p, g. Dokazte p9=1 + gP~1
(mod pq).

Il
—

Oznatme A = p9—! + gP~1 — 1, pak chceme pg | A.



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 9
Jsou déna riizna prvotisla p, g. Doka¥te p9=! +gP~ 1 =1

(mod pq).
Oznatme A = p9—! + gP~1 — 1, pak chceme pg | A. Plati
A=pilighl_1=0914¢P1-1=1-1=0 (mod p),

tedy p | A.



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 9
Jsou déna riizna prvotisla p, g. Doka¥te p9=! +gP~ 1 =1

(mod pq).
Oznatme A = p9—! + gP~1 — 1, pak chceme pg | A. Plati
A=pilighl_1=0914¢P1-1=1-1=0 (mod p),

tedy p | A. Obdobné g | A.



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 9
Jsou déna riizna prvotisla p, g. Doka¥te p9=! +gP~ 1 =1

(mod pq).
Oznatme A = p9—! + gP~1 — 1, pak chceme pg | A. Plati
A=pilighl_1=0914¢P1-1=1-1=0 (mod p),

tedy p | A. Obdobné& g | A. Nesoud&lnosti p, g pak pq | A.



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 10
Modulo prvotislo p = 4k + 3 je —1 kvadraticky nezbytek.



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 10
Modulo prvotislo p = 4k + 3 je —1 kvadraticky nezbytek.

Pro spor necht x> = —1 (mod p).



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 10
Modulo prvotislo p = 4k + 3 je —1 kvadraticky nezbytek.

Pro spor necht x> = —1 (mod p). Potom ur&it& x # 0 (mod p).



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 10
Modulo prvotislo p = 4k + 3 je —1 kvadraticky nezbytek.

Pro spor necht x> = —1 (mod p). Potom ur&it& x # 0 (mod p).
Umocnénim obou stran na liché &islo 2k 4 1 tedy

1= (_1)2k+1 — (X2)2k+1 X4k+2 =xPl=1 (mod P)-



Zakladni vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Uloha 10
Modulo prvotislo p = 4k + 3 je —1 kvadraticky nezbytek.

Pro spor necht x> = —1 (mod p). Potom ur&it& x # 0 (mod p).
Umocnénim obou stran na liché &islo 2k 4 1 tedy
_ 241 _ (2\2Kk+1 _ 4k+42 _ _p—1 _

To je spor, jelikoz pt2=1—(-1).
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Uloha 11
Je dano prvotislo p. DokaZte, Ze existuje nekone¢n& mnoho
prirozenych &isel n takovych, ze p | 2" — n.

Pokud p = 2, vyhovuje kaZdé sudé n. Nadale necht je p liché.

Idea: odetitané n se chova modulo p, zatimco n v exponentu se
chovd modulo p — 1. P¥i¢teni p — 1 k n pak vyraz posune o 1:

2MPl_(ppp—1)=2"2P"1pnt1-p=(2"—n)+1 (mod p).

Pro n=a(p—1) se zjednodu$i 2" —n=1—a(p—1)=1+a
(mod p). Stadi tedy volit a o 1 men3i nez ndsobky p.
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