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Uloha 1.

Na tabuli jsou napsdna (ne nutn& riiznd) prvocisla, jejichZ soutin je
105krat vétsi neZ jejich soulet. Urlete vSechna napsana prvodisla,
pokud jich je

(a) pét;

(b) sedm.

p1-+-ps =105 (p1+ -+ ps)
p1---pr =105 (p1+ -+ pr)
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Vztah ,a déli b" zna&ime a | b.

Definice
P¥irozené p nazyvame prvocislem, pokud pro pF¥irozena a, b
splfiujici p = ab nutn& a =1 nebo b =1.

Lemma
Bud'te p prvotislo, a, b celd &isla. Potom pokud p | ab, pak p | a
nebo p | b.
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Uloha N1.

Vyf¥este soutézni tlohu pro p¥ipad t¥ prvodisel.
pgr=105(p+qg+r) = 3-5-7=105|105(p+ g+ r) = pgr
= 3| pnebo3|qnebo3|r.

Ale p, g, r jsou prvoiisla, takze 3 | p znamend 3 = p (obdobné& pro
5a7).

= Prvotisla jsou (v n&jakém potadi) 3, 5, 7.
Zkratimena1=3+5+47.

— Spor: zadn3 takova trojice prvolisel neexistuje.
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Uloha N2.

Vy¥este soutéZni tlohu pro p¥ipad Etyf prvodisel.
pqrs =105(p+q+r+s) = 3-5-7 | pgrs
—> né&ktera t¥i z prvolisel jsou 3, 5, 7.
Zkratime na s =3+5+4+ 7+ s.

— Spor: zadn3 takova trojice prvolisel neexistuje.
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Uloha N3.
Najdéte v8echny trojice prvocisel takové, Ze jejich soudin je
sedmindsobkem jejich souctu.

par=7(p+q+r) = 7|pqgr
—> jedno z prvolisel je 7, BUNO r = 7.
Zkratime na pg = p + g + 7, upravime:

pg—p—q+1=38,
(p—1)(g—1)=8.

Mozné rozklady (p —1)(q—1) =8-1=4-2. JenZe 8 +1 = 9 neni
prvocislo.

Jedinym YeSenim je trojice {p, q,r} = {3,5,7} (libovolné potady).
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Uloha N4.
Najdéte v8echna celd &isla x a y, pro kterd 3xy = 5x + 7y + 1.

Na prvni pohled neni vidét, jak ziskat rozklad na soutin. Ale jde to:

3xy —bx —Ty =1,
Oxy — 15x — 21y =3,
9xy — 15x — 21y + 35 =35+ 3,
(3x = 7)(3y — 5) = 38.

Mozné rozklady

(3x —=7)(3y —5)=38-1=(-19)-(-2)=2-19=(-1)-(—38)
(ostatni ddvaji $patné zbytky po déleni 3). x a y zde nejsou
zaménitelné!

MaZeme brat jenom rozklady, kde maji &initelé spravné zbytky po
d&leni 3. ReZeni: (x,y) € {(15,2),(—4,1),(3,8),(2,—11)}.
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Uloha N5.
Najdéte v8echna pfirozena &isla x, y a z, pro kterd platf
xyz=x+y+z+2.

Soutin tvaru (x — c1)(y — c2)(z — c3) by vyrobil €leny jako xy
— potfebujeme néco jiného.

X, ¥, Z jsou zaménitelné, tak je sefadime a odhadneme jejich
velikost. BUNO necht x >y > z > 1.

Potom:
xXyz=x+y+z+2<3x+2,
2
yz <3+ —.
X

Takze urdité yz < 5. Sta&i projit mozné hodnoty y, z a pro kazdy
p¥ipad Fesit rovnici v jedné proménné.



Uloha 1. Uloha 4 Uloha 3

Uloha N5. (pokratovani)

Najdéte v8echna pfirozend &isla x, y a z, pro kterd plati
xXyz=x4+y+z+2.

Specidlni p¥ipady:
(i) x=1.Pak uZziy =z =1, coZ neni feZeni.
(i) x=2.Pakiy,z€{1,2}. Ztohoy =z =2 je Feleni, y =2
az=1neniay=z=1taky ne.
Nadale uz x > 2. Potom yz§3—|—% <3+% < 4, takze yz < 3.
Opét dofedime moZnosti:
(i) y = 3, pak uZ nutn& z = 1. Zbude rovnice 3x = x + 6, coz ma
feSeni x = 3.
(i) y =2, pak nutn& z = 1. Zbude rovnice 2x = x + 5, coz md
feSeni x = 5.
(iii) y =1, pak nutné z = 1. Zbude x = x + 4, coZ nema ¥e¥eni.
VZechna Fedeni: (x,y,z) € {(2,2,2),(3,3,1),(5,2,1)} a v8echny
permutace.
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Uloha
P¥irozena a, b, ¢ spliiuji abc = a+ b+ ¢ + 15. DokaZte, Ze jedno z
nich je mensi nebo rovno 2.

Pro spor necht a > b > ¢ > 3. Potom:

3a4+15>a+ b+ c+ 15 = abc > 9a,
15 > 6a > 18.

Spor.
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Uloha D3.
Najdéte v8echna prvolisla x, y, z splfiujici rovnici
XP+y?+22=x+y+z+18

Uprava na Ctverce:
X —x+y’—y+22—z=18,
4% —Ax +1+4y? — 4y +1+42° — 4z +1=T72+3,
(2x —1)2 4+ (2y — 1) + (2z — 1) = 75.

(2x—1)2<75 = 2x—-1<8 = x<4
= x,y,z€{2,3}

Jediné FeSeni: x =y =z =3.
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Uloha 4.
Nejvétsiho délitele d pfirozeného &isla n > 1 s vlastnosti d < n

nazveme jeho superdélitelem.
(i) DokaZte, Ze dané pfirozené &islo d > 1 je superdélitelem jen
kone¢né& mnoha ¢&isel.
(i) Oznatme s(d) soulet viech &isel, jejichZ superdélitelem je
dané &islo d > 1. Rozhodnéte, zda existuje liché &islo d > 1
takové, Ze s(d) je ndsobkem &isla 2020.
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Necht je n = p{* - - pr prvotiselny rozklad.

Tvrzeni
Délitelé n jsou pravé tvaru d = pl’g1 x ~prﬂ’ pro 0 < Bi < a;.

Tvrzeni
n ma celkem (a3 +1)--- (o, + 1) déliteld.

Priklady:
> n=36=22.32 — délitelé 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36.
> n=064=2% — délitelé 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.
> n=168=23.3.7 = 4.2-2 =16 déliteld.
> n=2020=2%2.5-101 = 3.2-2 =12 déliteld.
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Necht jsou
1:d1<d2<~-<dk:n

v8ichni dé&litelé n sefazeni vzestupné.
Tvrzeni
d> je prvodislo.

Kdyby nebylo, tak do = ab pro 1 < a,b < d,. Pak jsou ale ai b
dal3i délitelé n, ostfe mezi d; a d» — spor.
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Necht jsou
l=di<d <---<de¢=n

v8ichni dé&litelé n sefazeni vzestupné.

Tvrzeni
dks1—i = — pro 1 < i < k.
di

Uvaime g > 2 > > dlk. Opét jsou to dé&litelé n, pFitom je jich

k navzajem riiznych. Tudiz:
d < - < di
n
dq

n
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Uloha N1.
Uvédomte si, Ze superdélitelem daného &isla n > 1 je &islo g, kde p
je nejmensi prvolinitel &isla n.

Z definice je superdélitel dy_1. Ale

n
d_ = —
k—1 d2

a d je prvodislo. Je to tak i nejmensi prvodinitel n.
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Lemma
Je-li n prvodislo, pak je superdélitelem n &islo 1. Je-li n slozené,
pak je superdélitel g > p.
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Uloha N2.

Urcete vSechna pfirozend &isla, jejichZ superdélitelem je &islo 2.

Re¥me g = 2, kde p ma byt nejmeni prvolinitel n.

Pak n = 2p, takze 2 | n.

Ale p nemiiZe byt vétsi nez 2, takZe p = 2. To didva n = 4 jako
jediné Yeseni.



Uloha 1 Uloha 4. Uloha 3

Uloha N3.

Urcete vSechna pfirozend &isla, jejichZ superdélitelem je &islo 7.

Re¥me g =7, kde p ma byt nejmeni prvolinitel n.

Pak n=T7p, takze 7 | n.

Z toho p nemiZe byt vétsi nez 7, takze ¥eSeni jsou pro
p€{2,3,5,7}. Toddva n € {14,21,35,49}.
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Uloha D1.
Najdéte vSechna pfirozena &isla n > 1 takova, Ze kdyZ k nim
pFi¢teme jejich superdélitele, dostaneme soulet 2020.

Redme n+ 2 = 2020, kde p ma byt nejmensi prvotinitel n.

h
p

Pojmenujme m = g, potom mda m pouze prvolinitele > p.

Pak m(p+1) = 2020 = 22-5-101. Nelze m = 1, protoze 2019 nenf
prvotislo = déle uz m > p. Rozdélime Cinitele mezi m a p + 1:
(i) Kdyby 2 | m, pak uz p =2, ale 312020. Tedy 4| p + 1.
(i) Kdyby 101 | p+ 1, pak uz m < 20, ale m > p. TakZe 101 | m.
(iii) Pokud 5| m, tak uz m =505, p =4 — 1 = 3 je prvoislo,
takze n = 1515. Pokud 5| p+ 1, pak uz p=20—1=19 je
prvolislo a m = 101, takZe n = 1919.
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Uloha D3.
Které pfirozené &islo nejblizsi k &islu 2020 ma svého superdélitele
mezi &isly 1,2,3,...,457

Chytak: 1 je superdélitelem v8ech prvocisel. NejbliZsi prvocisla
k 2020 jsou 2017 a 2020.

Naproti tomu sloZena &isla n se superdélitelem
g =me{l,...,45} uz maji p < m < 45. Ale p je prvotislo, tedy
uz p < 43, takze
n=mp < 45.43 =1935.
Takze nejblize k 2020 je 2017 se superdélitelem 1.

Pozndmka: plati 452 = 2025 a 2021 = 43 - 47.
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Uloha D4.
Které pfirozené &islo nejblizsi k &islu 2020 mé svého superdélitele
mezi Cisly 2,3,...,457

Superdélitel > 1 = jen sloZena &isla. Z predchozi llohy vime, Ze
¢isla se superdélitelem mezi 2,...,45 najdeme jen mezi &isly
< 1935 < 2020, takze staci hledat nejvétsi takové.

UvaZujme &islo n se superdglitelem 7 = m € {2,...,45}. Urcité

p < m <45, tedy p < 43.

Volba n = 432 = 1849 vskutku d4 superdélitele 43. Aby n = mp
bylo vys3i, nutné m € {44,45}. To ale znamena 2 | m nebo 3 | m,
takZze p < 3. Z toho uZ je n = mp < 45 -3 = 135 mnohem mensi
nez 1849.
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Uloha 3.

Jsou-li a, b, ¢ navzdjem rlznd kladna redlna &isla, jaky je nejmensi
moZny pocet riiznych &isel mezi &isly a+ b, b+ ¢, ¢ + a, ab, bc,
ca, abc?
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Uloha N1.
Urlete nejmensi mozny pocet riznych &isel mezi &isly a+ b, b+ c,
c+a atb+ec

BUNOa>b>c>0,dileS=a+ b+ c. Potom

b+ c c+a a+b at+b+c

S—-a < S-b < S-—-c < S.

Vsechna &tyti &isla jsou tak navzdjem rizna.
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Uloha N2.
Urlete nejmensi mozny pocet riznych &isel mezi &isly ab, bc, ca,
abc.

BUNO a> b > ¢ > 0, dile P = abc. Potom

bc ca ab
P P P
— < — < —.
a b c

Cislo abc je rovno n&kterému daléimu, pravé kdyz 1 € {a, b, c}.
TakZe nejmensi mozny pocet rliznych &isel je 3.
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Uloha N3.

Urlete nejmensi polet riznych &isel mezi Cisly a+ 1, b+ 1, a, b,
ab. Je tento polet mozny v pfipadé&, kdy navic jsou &isla a a b
rizna od 17

BUNO a > b > 0. Potom
a+1 > b+1
> >
a > b.

Alespon 3 riiznd &isla. Pravé 3 Ize dosdhnout: polozime a = b+ 1.
Potom a > 1, takZe nejde ab = b. Pro ab = b Ize b = 1. Jinak

musi platit
b+2=a+1=ab=b(b+1)=b>+b,

tedyb:\@,a:1+\@.
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Uloha N4.
Urlete nejmensi moZny pocet riznych &isel mezi &isly ab, ac,
a+b, a+c

BUNO b > ¢ > 0 (v tiloze vstupuje a odli¥n& od b, c). Potom
a+b > a+c
7 7
ab > ac.

Kdyby byla jen dvé riiznd, pak ab=a+ b, ac=a+c. Proa=1
a

toto nemd FeSeni, pro a # 1 uz b = ;%3 = c, spor. TakZe alespoi

t¥i riznad. Toho Ize docilit napt. (a, b, c) = (2,10, 6).
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Uloha D1.
Urlete nejmensi moZny pocet riiznych &isel mezi &isly a + 2b,
b+ 2c, c + 2a.

Zde a > b > ¢ neni BUNO — prohozeni dvou prom&nnych m&n{
hodnoty vyrazi.

Vyrazy rovny, pravé kdyz:

a+2b=b+2c,
a+b=2c,
a+b
=

Dvou riiznych tedy Ize dosdhnout, kdyZ je nap¥. ¢ priimé&r z a, b
(a, briznd = pak a < ZE2 < b).
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Uloha D1. (pokratovani)
Urcete nejmendi mozny poclet riznych &isel mezi &isly a + 2b,
b+ 2c, c+ 2a.

Pro spor necht jsou vdechny t¥i vyrazy navzajem rovny. To
znamena, Ze kazdé &islo je primérem zbylych dvou. Potom ale pro
S=a+ b+ cplati:

Spor = vZdy alespoii dvé rlzn3a.
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Uloha D3. (KAGH nerovnost)
. v/ v s v o , o o 2 124 2
Urlete nejmensi moZny pocet riznych &isel mezi Eisly \/%,
atb+c 3 3
2L Vabe, ———-
3 stete
UkaZme, Ze pro kladna a, b, c plati
224+ b2 42 > a+b+c > 3/abC > . :1), ;
3 — 3 = = 1,1,1
a'b'c

a rovnost nastavd, pravé kdyz a = b = c.

Dokazeme postupné.
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AG nerovnost. Pro dv& proménné:

(va— Vb)?
a+b—2Vab>0,

a;b>\/ﬁ.

Pro ¢ty¥i proménné:
at+b+c+d ath 4 cbd \/ —i-\/ -
2 >

>1\/Vab \/E

a+b+c

Pro tfi prom&nné, necht m =

a+b+c a+b+c+m
m= V abcm

m>ﬁ—f/”’ for — Vabe.
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GH nerovnost. Aplikujeme AG na (%, %, %)

sthte afl 11 1
3 o a b c \3/abc7
3

T 1 < Vabe

atete

KA nerovnost. Ekvivalentn& (mdme nezdporné vyrazy) upravime:

[a% + b% + 2 Latb+rc
3 - 3 7

32+ b +c?)>(atb+c)=
= (a® + b* + ) + 2(ab + bc + ca),
a> 4+ b? + c® > ab + bc + ca.

To je ale jen soutet AG pro (a2, b?), (b%, c?), (c?,a°).
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