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1. Rozhodni, které z následuj́ıćıch množin jsou algebraické:

a) {(t, t2, t3) ∈ K3 | t ∈ K},
b) {(cos t, sin t) ∈ R2 | t ∈ R},
c) Z jako podmnožina R,

d) * Z2 jako podmnožina R2,
e) * {(t, sin t) ∈ R2 | t ∈ R}.

Řešeńı. Všude necht’ X znač́ı zadanou množinu.

a) Tvrd́ım X = V (x2 − y, x3 − z), což dosvědč́ı, že X je algebraická. Dokažme dvě inkluze.
Každý bod tvaru (t, t2, t3) bude nulou obou dvou polynomů, protože

(t)2 − (t2) = 0, (t)3 − (t3) = 0,

tedyX ⊂ (x2−y, x3−z). Pro opačnou inkluzi, at’ v (a, b, c) ∈ K3 nabývaj́ı nuly oba polynomy
x2 − y, x3 − z. To znač́ı, že

b = a2, c = a3,

označ́ıme-li tedy t := a, pak už bude (a, b, c) = (t, t2, t3) ∈ X, č́ımž je dokázáno X =
V (x2 − y, x3 − z).

b) X = V (x2 + y2 − 1), tedy je to algebraická množina. Inkluze ⊂ je jasná z Pythagorejské
rovnosti (cos t)2 + (sin t)2 = 1. Pro opačnou inkluzi, at’ (a, b) ∈ R2 splňuje a2 + b2 − 1 = 0,
potom

1 = a2 + b2 ≥ a2,

tedy |a| ≤ 1. Tedy a lež́ı v obrazu funkce cos : R → [−1, 1], existuje proto t ∈ R takové, že
a = cos t. Pak plat́ı

a2 + (sin t)2 = (cos t)2 + (sin t)2 = 1,

porovnáńım rovnost́ı tak b2 = (sin t)2. Nyńı pokud b = sin t, pak (a, b) = (cos t, sin t) ∈ X,
naopak když b = − sin t, potom (a, b) = (cos(−t), sin(−t)) ∈ X. T́ım je dohromady dokázáno
i V (x2 + y2 − 1) ⊂ X.

c) Neńı algebraická. Pro spor at’ X = Z = V (I) pro nějaký ideál I ≤ R[x]. Kdyby I = (0), pak
V (I) = R ̸= Z. Tedy I obsahuje nějaký nenulový polynom f . Prvky V (I) pak muśı být jeho
kořeny (ne nutně všechny kořeny, máme jen inkluzi), ale nenulový polynom má jen konečně
mnoho kořen̊u, tedy V (I) ⊂ V (f) je konečná, což ale Z neńı, tedy spor.

d) X neńı algebraická. Pokud by byla, muselo by V (I(X)) = X, stač́ı tedy ukázat V (I(X)) ⊋
X. At’ je f(x, y) ∈ I(X). Uvažme polynom f(x, 0) ∈ R[x] vzniklý dosazeńım nuly za y a
ponecháńım x jako neznámé. Tento polynom má mı́ti nulovou hodnotu v každém celém č́ısle,
tedy má mı́t nekonečně mnoho kořen̊u. Ale jediným polynomem jedné proměnné s nekonečně
mnoha kořeny je nulový polynom, tedy f(x, 0) = 0 ∈ R[x]. To už ale znač́ı, že f se nuluje na
celé př́ımce R×{0}. Toto jsme provedli pro libovolné f ∈ I(X), tedy R×{0} ⊂ V (I(X)), což
už implikuje V (I(X)) ⊋ X, jak jsme chtěli. (Opakovaným použit́ım téže myšlenky bychom
dokonce mohli dokázat I(X) = (0).)

e) X neńı algebraická, lze dokázat podobně jako d). Ve zkratce, uvážeńım f(x, b) pro konstanty
b ∈ [−1, 1] zjist́ıme, že cokoliv z I(X) už by se nulovalo na celém R × [−1, 1], což dá spor
s algebraičnost́ı. (Podobné úvahy lze vést dále a ukázat, že ve skutečnosti I(X) = (0).)

2. (protipř́ıklad Hilbertovy věty bez algebraické uzavřenosti) Najdi v R[x] maximálńı ideál, který
neobsahuje žádný lineárńı polynom.

Řešeńı. Funguje třeba (x2 + 1): faktorokruh je R[x]/(x2 + 1) ≃ C, což je těleso, takže je to
maximálńı ideál. Lineárńı polynom však neobsahuje, protože (nenulový) násobek kvadratického
polynomu bude mı́t stupeň ≥ 2.



3. Jacobson̊uv radikál okruhu R definujeme jako J (R) :=
⋂

M<R maximálńı M . Nahlédni, že a ∈ J (R),
právě když je 1− ar jednotka pro každé r ∈ R.

Řešeńı. Zaprvé bud’ a ∈ J (R) a r ∈ R libovolné a dokažme, že 1 − ar je jednotka. Pro spor
at’ 1 − ar neńı jednotka, to znamená, že (1 − ar) je vlastńı ideál v R. Každý vlastńı ideál je
obsažen v nějakém maximálńım, mějme tedy (1− ar) ⊆ M < R pro M maximálńı ideál. Pak ale
1 − ar ∈ M a zároveň a ∈ J (R) ⊂ M , v d̊usledku tedy i 1 = (1 − ar) + r · a ∈ M , což je spor.
Tud́ıž 1− ar musela být jednotka.

Za druhé bud’ 1 − ar jednotkou pro všechna r a dokažme, že a ∈ J (R) =
⋂

M maximálńı M .
Pro spor at’ tomu tak neńı, tedy existuje maximálńı ideál M takový, že a /∈ M . To znamená
a+M ̸= 0+M ve faktorokruhu R/M , což je maximalitou M těleso. Pak existuje b+M ∈ R/M
splňuj́ıćı (a +M)(b +M) = 1 +M , neboli pro kterýkoliv reprezentant b ∈ R je 1 − ab ∈ M . To
už ale znač́ı, že při volbě r := b nebude 1− ab jednotkou, protože (1− ab) ⊊ R.

4. Urči v oboru celých č́ısel Z
a)

√
(0), J (Z),

b)
√
(25),

√
(125),

√
(50),

√
(100),

√
(
∏

i p
ri
i ) pro po dvou r̊uzná prvoč́ısla pi.

Dále urči

c) J (Z/(100)),
d) * kdy je (Z/(n))/J (Z/(n) těleso.

Řešeńı.

a) (0) (protože Z je obor, určitě tedy nemá jiné nilpotentńı prvky než 0 samotnou), (0) (nenulové
č́ıslo nemůže být dělitelné všemi prvoč́ısly),

b) (5), (5), (10), (10), (
∏

i pi). Stač́ı dokázat posledńı, obecný tvar: pokud r := max ri, pak
(
∏

i pi)
r ∈ (

∏
i p

ri
i ), tedy (

∏
i pi) ⊂

√
(
∏

i p
ri
i ) naopak ale pro an ∈

√
(
∏

i p
ri
i ) nutně muśı být

pi | an, tedy pi | a pro všechna i, tedy už a ∈ (
∏

i pi).
c) (10)/(100), protože Z/(100) má jako jediné maximálńı ideály (2)/(100) a (5)/(100).
d) Je to přesně pro n = pk, p prvoč́ıslo, k ≥ 1. Aby se jednalo o těleso, má J (Z/(n)) být

maximálńı ideál v Z/(n), tedy zde muśı existovat právě jeden maximálńı ideál (protože
pr̊unik dvou či v́ıce maximálńıch ideál̊u už nemůže být maximálńı). Maximálńı ideály v Z/(n)
odpov́ıdaj́ı maximálńım ideál̊um v Z obsahuj́ıćım (n), tedy prvoč́ısl̊um děĺıćım n, takže přesně
potřebujeme, aby bylo n násobkem pouze jednoho prvoč́ısla.

5. V oboru C[x] polynomů nad komplexńımi č́ısly

a) spoč́ıtej
√

(0), J (C[x]),
√

(x− 3)5(x− 1)4(x3 + 2),
√
(x6 − x4 − x2 + 1),

b) dokaž, že
√

(p) = ( p
NSD(p,p′)

), kde p ∈ C[x].

Řešeńı. C[x] je obor hlavńıch ideál̊u stejně jako Z, úplně stejně tedy plat́ı
√
(
∏

i g
ei
i ) = (

∏
i gi)

pro gi navzájem neasociované ireducibilńı polynomy.

a) Jsme v oboru ideál̊u, takže
√

(0) = (0). Polynomy tvaru x− c jsou určitě ireducibilńı, takže
(x−c) je maximálńı ideál, takže každý prvek J (C[x]) muśı mı́t za kořeny všechna komplexńı
č́ısla – může to tedy být jen nulový polynom, protože nenulový polynom jedné proměnné má
jen konečně mnoho kořen̊u. Tedy J (C[x]) = (0). Konečně skrze ireducibilńı rozklad urč́ıme√

(x− 3)5(x− 1)4(x3 + 2) =

√
(x− 3)5(x− 1)4(x+

3
√
2)(x+ e2πi/3

3
√
2)(x+ e4πi/3

3
√
2) =

=
(
(x− 3)(x− 1)(x+

3
√
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3
√
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3
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2)
)
=

=
(
(x− 3)(x− 1)(x3 + 2)

)
,√

(x6 − x4 − x2 + 1) =
√

(x2 − 1)(x4 − 1) =
√
(x− 1)2(x+ 1)2(x− i)(x+ i) =

= ((x− 1)(x+ 1)(x− i)(x+ i)) = (x4 − 1).



b) At’ je p =
∏

i g
ei
i rozklad na ireducibilńı polynomy pro p ̸= 0 (pro nulový polynom se tvrzeńı

př́ımočaře ověř́ı), pak v́ıme
√
(p) = (

∏
i gi). Stač́ı tedy dokázat

NSD(p, p′) =
∏
i

gei−1
i .

Zjevně muśı NSD(p, p′) dělit p, proto v́ıme, že v rozkladu stač́ı uvažovat ireducibilńı polynomy
gi, ne žádné daľśı; zbývá tedy ukázat, že každý se vyskytne s exponentem ei − 1. Zvolme
pevně jedno i a označme h := p

g
ei
i

. Potom Leibnizovým pravidlem

p′ = (geii h) = (geii )
′h+ geii h

′ = eig
ei−1
i h+ geii h

′ = gei−1
i (eih+ gih

′) .

Derivace je tedy dělitelná gi v (ei−1)-té mocnině, ale nikoliv v ei-té, protože to by znamenalo
gi | eih + gih

′, tud́ıž gi | eih, což neplat́ı, protože ei je konstanta a h je součinem samých
ireducibilńıch polynomů neasociovaných s gi. T́ımto je d̊ukaz hotov.

6. Pracujme nad K = C:
a) Dokaž, že I(V (x2 − y)) = (x2 − y) a že algebraická množina V (x2 − y) ⊂ C2 je ireducibilńı.
b) Urči množinu V (y4 − x2, y4 − x2y2 + xy2 − x3) ⊂ C2 a rozlož ji na ireducibilńı komponenty.
c) * Rozlož V (x2 + y2 − 1, x2 − z2 − 1) ⊂ C3 na ireducibilńı komponenty.

Řešeńı.

a) Analogicky s úlohou 1a) lze dokázat, že V (x2 − y) = {(t, t2) | t ∈ C}. Dokažme, že pokud se
nějaký polynom f ∈ C[x, y] nuluje na celé této množině, pak je to násobek x2− y. Uvažujme
f̃ := f(x, x2) ∈ C[x]. Potom plat́ı f̃(t) = f(t, t2), takže pokud f ∈ I(V (x2−y)), pak f̃(t) = 0.
To znamená, že f̃ je polynom jedné proměnné, který má nekonečně mnoho kořen̊u, takovým
je ale jen f̃ = 0. T́ım tedy v́ıme f(x, x2) = 0, na což můžeme nahĺıžet tak, že x2 je kořenem
f ∈ (C[x])[y], takže můžeme vytknout kořenový dvojčlen y − x2:

f = (y − x2) · f0 pro nějaké f0 ∈ (C[x])[y] = C[x, y].

To už přesně znamená, že f ∈ (x2 − y), tedy jsme dokázali inkluzi I(V (x2 − y)) ⊆ (x2 − y).
Opačná inkluze je triviálńı, takže máme dokázánu rovnost.
Nyńı ukažme ireducibilitu V (x2−y). K tomu necht’ V (x2−y) = A∪B pro nějaké algebraické
množiny A, B a dokažme, že nutně jedna z A, B je rovna V (x2 − y). Vı́me, že V (x2 − y) =
{(t, t2) | t ∈ C} je nekonečná množina, takže alespoň jedna z A, B je nekonečná, BÚNO at’ je
to A. Potom ale nutně I(A) ⊆ (x2 − y) skrze analogický d̊ukaz k předchoźımu odstavci: tam
jsme jako kořeny t polynomu f̃ mohli brát všechna komplexńı č́ısla, ale bohatě nám stačilo,
že nějakých nekonečně mnoho komplexńıch č́ısel jsou kořeny. Každý bod v A je tvaru (t, t2)
a takové t bude kořenem f̃ pro každé f ∈ I(A), takže opět budeme mı́t I(A) ⊆ (x2 − y).
Aplikováńım V na inkluzi I(A) ⊆ (x2 − y) dostaneme

V (x2 − y) ⊆ V (I(A)) = A

(využ́ıváme toho, že V obraćı inkluze a že V (I(A)) = A pro algebraickou množinu A), takže
už nutně V (x2 − y) = A, jak jsme chtěli dokázat. Tedy V (x2 − y) je ireducibilńı.

b) Zde prostě řeš́ıme soustavu polynomálńıch rovnic

y4 − x2 = 0,

y4 − x2y2 + xy2 − x3 = 0

nad C. Prvńı rovnice se faktorizuje na (y2 − x)(y2 + x) = 0, takže stač́ı zvlášt’ řešit př́ıpady
y2 ∓ x = 0. V těch můžeme pomoćı y2 = ±x zjednodušovat druhou rovnici na

(±x)2 − x2(±x) + x(±x)− x3 = 0,

x2(1∓ x± 1− x) = 0,

x2(1− x)(1± 1) = 0.



Zde už je vidět, že pro ± = + řeš́ıme 2x2(1− x) = 0, což má (dvojnásobný) kořen 0 a dále
kořen 1. Naproti tomu pro ± = −1 se celá rovnice trivializuje, což znamená, že každá dvojice
(x, y) splňuj́ıćı y2 = −x je řešeńım druhé rovnice. Z prvńıho př́ıpadu tak máme konečně
mnoho řešeńı, zat́ımco z druhého celou křivku nulových bod̊u. Dohromady:

V (y4 − x2, y4 − x2y2 + xy2 − x3) = {(0, 0), (1, 1), (1,−1)} ∪ V (y2 + x).

Jednobodové množiny jsou vždy algebraické a ireducibilńı, zat́ımco V (y2+x) = {(−t2, t) | t ∈ C}
je ireducibilńı (lze dokázat podobně jako v podúloze a)), takže máme ireducibilńı rozklad

V (y4 − x2, y4 − x2y2 + xy2 − x3) = {(0, 0)} ∪ {(1, 1)} ∪ {(1,−1)} ∪ V (x2 + y).

7. Je-li K konečné těleso, pak je každá podmnožina v Kn algebraická.

Řešeńı. Jednobodové množiny jsou algebraické, protože

{(a1, . . . , an)} = V (x1 − a1, . . . , xn − an).

Dále v́ıme, že sjednoceńı dvou algebraických množin je algebraická množina, protože V (IJ) =
V (I)∪V (J). Snadnou indukćı z toho plyne, že libovolné sjednoceńı konečně mnoha algebraických
množin je opět algebraická množina. Pokud se tedy pohybujeme nad konečným tělesem K, pak
pro libovolnou neprázdnou A ⊆ Kn máme

A =
⋃

(a1,...,an)∈A

{(a1, . . . , an)} ,

což je konečné sjednoceńı algebraických množin, čili algebraická množina. (Prázdná množina je
také algebraická skrze ∅ = V (1).)

8. Nahlédni, že pro ideál I < R je
√
I roven π−1(

√
0/I), kde π : R ↠ R/I je přirozená projekce.

Řešeńı. an ∈ I ⇐⇒ π(a)n = 0.

9. Bud’ K nekonečné těleso a V = {(t, t2, t3, . . . , tn) | t ∈ K} ⊂ Kn. Urči I(V ) (s d̊ukazem!) a na
základě úlohy z DÚ (V ireducibilńı ⇐⇒ I(V ) prvoideál) vyvod’, že V je ireducibilńı.

Řešeńı. (náznak) Plat́ı I(V ) = (xk
1 − xk | x = 2, . . . , n) =: P , což je prvoideál, protože

K[x1, . . . , xn]/P ≃ K[x1] je obor integrity (izomorfismus je f 7→ f(x1, x
2
1, . . . , x

n
1 )). Skrz ekvi-

valenci z domáćıho úkolu tedy vid́ıme, že V je ireducibilńı množina.

10. Rozmysli si následuj́ıćı charakterizace ideál̊u pomoćı faktorokruh̊u: I < R je

� maximálńı, právě když jsou všechny nenulové prvky R/I invertibilńı,
� prvoideál, právě když je součin nenulových prvk̊u v R/I vždy nenulový,
� radikálový, právě když je mocnina nenulového prvku v R/I vždy nenulová.

Řešeńı. Prvńı dvě odrážky ř́ıkaj́ı jen věci, které už známe: I je maximálńı, právě když je R/I
těleso, resp. I je prvoideál, právě když je R/I obor integrity.

I je radikálový, právě když
√
I = I, tedy když (∃n)(an ∈ I) ⇐⇒ a ∈ I. Když totéž

přeformulujeme ve faktor okruhu, tak chceme, aby pro libovolné a+ I ∈ R/I platilo, že

(∃n)((a+ I)n = 0 + I) ⇐⇒ a+ I = 0 + I.

To ale přesně ř́ıká, že mocnina může být nulová pouze tehdy, když už jej́ı základ byl nulový, tedy
že mocnina nenulového prvku v R/I už je nenulová.

11. Dokaž, že f(x, y) = y2 + x2(x − 1)2 ∈ R[x, y] je ireducibilńı polynom, ale množina V (f) ⊂ R2 je
reducibilńı.



Řešeńı. V R jsou druhé mocniny nezáporné, tud́ıž pro (a, b) ∈ R2 nastane f(a, b) = 0 právě
tehdy, když b = 0 a zároveň a(a − 1) = 0, tedy V (f) = {(0, 0), (1, 0)}, což je zjevně reducibilńı
množina.

Naproti tomu f je ireducibilńı: pro spor at neńı, pak se rozkládá na f = gh, kde g i h jsou
nekonstantńı. Vzhledem k degy(f) = 2 by pak BÚNO g mělo degy(g) ≤ 1. Dı́váme-li se na f jako
na prvek R[x][y], pak má vedoućı koeficient jedna, tedy degy(g) = 0 by znamenalo g | 1, tedy g je
konstantńı, což je spor.

Tedy muśıme mı́t degy(g) = degy(h) = 1. Přitom f je ve smyslu f ∈ R[x][y] monický, tedy i g, h
muśı být monické, neboli

g = y + g0, h = y + h0

pro nějaká g0, h0 ∈ R[x]. Pak už nám porovnáńı koeficient̊u v

y2 + x2(x− 1)2 = f = (y + g0)(y + h0) = y2 + (g0 + h0)y + g0h0

dá h0 = −g0 a následně (x(x − 1))2 = g0h0 = −g20. Je-li nyńı a ∈ R vedoućı koeficient g0, pak
máme vzet́ım vedoućıch koeficient̊u na obou stranách 1 = −a2, což zjevně reálné č́ıslo nemůže
splnit.

Tedy dohromady je f ireducibilńı, jak jsme chtěli.


