Uvod do komutativni algebry: cviceni 6
21. prosince 2023

1. Rozhodni, které z nasledujicich mnozin jsou algebraické:

a)
b)

c)

Rese

a

{(t,t*,3) e K3 |t € K}, d) * Z? jako podmnozina R?,
{(cost,sint) € R* | t € R}, e) * {(t,sint) e R? | t € R}.
Z jako podmnozina R,

ni.  Vsude necht X zna¢i zadanou mnozinu.

Tvrdim X = V(2? — y, 23 — 2), coz dosvédéd, ze X je algebraickd. Dokazme dvé inkluze.
Kazdy bod tvaru (t,t2,t3) bude nulou obou dvou polynomi, protoze

() = () =0, (t)* = (%) =0,

tedy X C (2%—y, 23— 2). Pro opa¢nou inkluzi, at v (a, b, ¢) € K3 nabyvaji nuly oba polynomy
2?2 —y, 2° — 2. To znadi, ze

b=a? c=a’

oznacime-li tedy ¢t := a, pak uz bude (a,b,c) = (¢,t%,¢3) € X, ¢imz je dokdzdno X =
Vi(x? —y, 23— 2).
X = V(2? +y* — 1), tedy je to algebraickd mnozina. Inkluze C je jasna z Pythagorejské
rovnosti (cost)? + (sint)? = 1. Pro opa¢nou inkluzi, at (a,b) € R? splituje a® + > — 1 = 0,
potom

l=a’>+1*> a2,

tedy |a| < 1. Tedy a lezi v obrazu funkce cos : R — [—1, 1], existuje proto ¢t € R takové, ze
a = cost. Pak plati
a® + (sint)? = (cost)®> + (sint)* = 1,

porovnanim rovnost{ tak > = (sint)?. Nyni pokud b = sint, pak (a,b) = (cost,sint) € X,
naopak kdyz b = —sint, potom (a, b) = (cos(—t),sin(—t)) € X. Tim je dohromady dokézano
iV(@?+y?—1)CX.

Nenf algebraickd. Pro spor at X = Z = V(I) pro ngjaky idedl I < R[z]. Kdyby I = (0), pak
V(I) = R # Z. Tedy I obsahuje néjaky nenulovy polynom f. Prvky V(I) pak musi byt jeho
kofeny (ne nutné vsechny koteny, mame jen inkluzi), ale nenulovy polynom ma jen konec¢né
mnoho kotenu, tedy V(1) C V(f) je konetnd, coz ale Z neni, tedy spor.

X neni algebraickd. Pokud by byla, muselo by V(I(X)) = X, sta¢i tedy ukdzat V(I(X)) 2
X. At je f(x,y) € I(X). Uvazme polynom f(z,0) € R[x] vznikly dosazenim nuly za y a
ponechanim x jako neznamé. Tento polynom méa miti nulovou hodnotu v kazdém celém c¢isle,
tedy ma mit nekonec¢né mnoho kotrentu. Ale jedinym polynomem jedné proménné s nekonecné
mnoha koteny je nulovy polynom, tedy f(z,0) = 0 € R[z|. To uz ale znaci, ze f se nuluje na
celé piimce R x {0}. Toto jsme provedli pro libovolné f € I(X), tedy Rx {0} C V(I(X)), coz
uz implikuje V(1(X)) 2 X, jak jsme chtéli. (Opakovanym pouzitim téze myslenky bychom
dokonce mohli dokdzat I(X) = (0).)

X neni algebraicka, 1ze dokazat podobné jako d). Ve zkratce, uvazenim f(z,b) pro konstanty
b € [—1,1] zjistime, Ze cokoliv z I(X) uz by se nulovalo na celém R x [—1, 1], coz d4 spor
s algebrai¢nosti. (Podobné tvahy lze vést déle a ukazat, ze ve skutecnosti I(X) = (0).)

2. (protiptiklad Hilbertovy véty bez algebraické uzavienosti) Najdi v R[z] maximélni idedl, ktery
neobsahuje zadny linearni polynom.

Reseni. Funguje tieba (22 + 1): faktorokruh je R[z]/(2? + 1) ~ C, coz je téleso, takze je to
maximélni idedl. Linedrni polynom v8ak neobsahuje, protoze (nenulovy) nasobek kvadratického
polynomu bude mit stupen > 2.



3. Jacobsoniiv radikdl okruhu R definujeme jako J(R) := (/< g masximam; M - Nahlédni, ze a € J(R),
praveé kdyz je 1 — ar jednotka pro kazdé r € R.

Resend. Zaprvé bud a € J(R) a r € R libovolné a dokazme, ze 1 — ar je jednotka. Pro spor
af 1 — ar neni jednotka, to znamend, ze (1 — ar) je vlastni idedl v R. Kazdy vlastni idedl je
obsazen v néjakém maximalnim, méjme tedy (1 —ar) C M < R pro M maximdlni ideél. Pak ale
1 —ar € M a ziroven a € J(R) C M, v dusledku tedy i 1 = (1 —ar) +7-a € M, coz je spor.
Tudiz 1 — ar musela byt jednotka.

Za druhé bud 1 — ar jednotkou pro vSechna r a dokazme, ze a € J(R) = (\if masimains M -
Pro spor at tomu tak neni, tedy existuje maximéln{ idedl M takovy, ze a ¢ M. To znamend
a+ M # 0+ M ve faktorokruhu R/M, coz je maximalitou M téleso. Pak existuje b+ M € R/M
splaujici (a + M)(b+ M) = 1 + M, neboli pro kterykoliv reprezentant b € R je 1 —ab € M. To
uz ale znadi, ze pii volbé r := b nebude 1 — ab jednotkou, protoze (1 — ab) C R.

4. Urci v oboru celych ¢isel Z
a) V/(0), 7(2),
b) /(25), \/(125), \/(50), \/(100), \/(TI, »’) pro po dvou riznd prvocisla p;.
Déle urci
¢) J(Z/(100)),
d) * kdy je (Z/(n))/j(z/(n) téleso.

Resen

a) ( ) (protoze Z je obor, urcité tedy nema jiné nilpotentni prvky nez 0 samotnou), (0) (nenulové
¢islo nemuze byt délitelné vsemi prvocisly),

b) (5), (5), (10), (10), (I, p:). Staci dokdzat posledni, obecny tvar: pokud r := maxr;, pak
(IL, )" € (IL,}"), tedy (IT, 1) < v/(TL, pT) naopak ale pro a" € \/(TJ; p) mutne musf byt
pi | a”, tedy p; | @ pro vSechna i, tedy uz a € (I], p;).

c) (10)/(100), protoze Z/(100) mé jako jediné maximalni ideély (2)/(100) a (5)/(100).

d) Je to ptesné pro n = p*, p prvocislo, k > 1. Aby se jednalo o téleso, ma J(Z/(n)) byt
maximaln{ idedl v Z/(n), tedy zde musi existovat pravé jeden maximalni idedl (protoze
prunik dvou ¢ vice maximélnich idedli uz nemuze byt maximéln{). Maximalni ideédly v Z/(n)
odpovidaji maximalnim idedlum v Z obsahujicim (n), tedy prvocislum délicim n, takze presné
potiebujeme, aby bylo n ndsobkem pouze jednoho prvocisla.

5. V oboru C[z] polynomﬁ nad komplexnl’mi cisly

) spocitej /(0 .7 ), —3)5(z — 1)4(a3 +2), /(a6 — 2t — 22 + 1),
) dokaz, ze \/(p) = (fgp577)- kde p € Clz].

Reseni. C[x] je obor hlavnich idedli stejné jako Z, tplné stejné tedy plati /(T], o) = (IT, 9:)
pro g; navzajem neasociované ireducibilni polynomy.

a) Jsme v oboru idedlu, takze /(0) = (0). Polynomy tvaru x — ¢ jsou ur¢ité ireducibilni, takze
(x —c¢) je maximalni idedl, takze kazdy prvek 7 (C[z]) musi mit za kofeny vSechna komplexni
¢isla — muze to tedy byt jen nulovy polynom, protoze nenulovy polynom jedné proménné mé&
jen koneéné mnoho kotenu. Tedy [J(C[z]) = (0). Konecné skrze ireducibilni rozklad uré¢ime

Vi3 T 1) = /(e 8 — 13+ VD) + 2V 4 eim/YD) =
= (( —3)(z — 1)(x+ %)(x+e2“i/3§“7§)(x+64“i/3§“7§)> =
= ((z=3)(@ - 1(="+2),

\/(a:6 —xt—a241)= \/( — (2t —-1) = \/(;1: — 12+ 1%z —i)(x+1i) =
= ((z = D)(z+ Dz —i)(z +19) = (2" = 1).




b)

At je p =1, ¢ rozklad na ireducibilni polynomy pro p # 0 (pro nulovy polynom se tvrzen{
piimocafe ovéii), pak vime \/(p) = (I ], ¢;). Staci tedy dokdzat

NSD(p,p’) = H gfrl.

Zjevné musi NSD(p, p') délit p, proto vime, ze v rozkladu stac¢i uvazovat ireducibilni polynomy

gi, ne zadné dalsi; zbyva tedy ukazat, ze kazdy se vyskytne s exponentem e; — 1. Zvolme

pevné jedno ¢ a oznacme h = g@i. Potom Leibnizovym pravidlem

i

P = (g{'h) = (g§)h+ g7’ W = e;igi "h+ g{'h' = g7 (e;h + gih) .

Derivace je tedy délitelna g; v (e; —1)-té mocniné, ale nikoliv v e;-té, protoze to by znamenalo
gi | eih + g;h', tudiz g; | e;h, coz neplati, protoze e; je konstanta a h je soutinem samych
ireducibilnich polynomu neasociovanych s g;. Timto je dikaz hotov.

6. Pracujme nad K = C:

a)
b)

c)

Dokaz, ze I(V(z* —y)) = (2* — y) a ze algebraickd mnozina V(2? — y) C C? je ireducibilni.
Uréi mnozinu V (y* — 22, y* — 2%9y? + 2y? — 23) € C? a rozloZ ji na ireducibilni komponenty.
* Rozloz V(22 + y* — 1,2% — 22 — 1) C C? na ireducibiln{ komponenty.

Resent.

a)

Analogicky s tlohou la) lze dokézat, ze V(z* — y) = {(t,*) | t € C}. Dokazme, Ze pokud se
né¢jaky polynom f € C[z,y] nuluje na celé této mnoziné, pak je to nasobek x? —y. Uvazujme
f = f(x,x?) € Clz]. Potom plati f(t) = f(,t?), takze pokud f € I(V (22 —y)), pak f(t) = 0.
To znamens, ze f je polynom jedné proménné, ktery ma nekoneéné mnoho kofent, takovym
je ale jen f = 0. Tim tedy vime f(z,z%) = 0, na coz muZeme nahlizet tak, ze z? je kofenem
f € (C[z])[y], takze muzeme vytknout kofenovy dvojclen y — z*:

f=@Ww—-2"-fo  prongaké f; € (Clz])[y] = Clz,y].

To uz piesné znamend, ze f € (2 —y), tedy jsme dokézali inkluzi I(V(z* —y)) C (2 — y).
Opacnd inkluze je triviadlni, takze mame dokazanu rovnost.

Nyn{ ukazme ireducibilitu V(2% —y). K tomu necht V(2 —y) = AU B pro né&jaké algebraické
mnoziny A, B a dokazme, Ze nutné jedna z A, B je rovna V(z? — y). Vime, 7e V(2? —y) =
{(t,1?) | t € C} je nekonecnd mnozina, takze alespon jedna z A, B je nekonetna, BUNO af je
to A. Potom ale nutné I(A) C (z? — y) skrze analogicky dikaz k pfedchozimu odstavci: tam
jsme jako kofeny t polynomu f mohli brat vSechna komplexni ¢isla, ale bohaté nam stacilo,
7e néjakych nekoneéné mnoho komplexnich &fsel jsou kofeny. Kazdy bod v A je tvaru (¢, ?)
a takové t bude kofenem f pro kazdé f € I(A), takze opét budeme mit I(A) C (22 — y).
Aplikovanim V na inkluzi I(A) C (2? — y) dostaneme

V(z* —y) CV(I(4) = A

(vyuzivame toho, ze V' obraci inkluze a ze V(I(A)) = A pro algebraickou mnozinu A), takze
uz nutné V(z? — y) = A, jak jsme chtéli dokdzat. Tedy V(22 — y) je ireducibilni.
Zde prosté fesime soustavu polynomalnich rovnic
y4 - CC'Q - 07
=P o — 2 =0
nad C. Prvn{ rovnice se faktorizuje na (y* — z)(y* + x) = 0, takze staci zvI4st fesit pripady
y?> F o = 0. V téch mizeme pomoci y? = +2 zjednodusovat druhou rovnici na
(£2)? — 2%(£2) + 2(F£2) — 2° = 0,
P?1Fz+1—-2)=0,
2*(1—2)(1£1) =0.



10.

11.

Zde uz je vidét, ze pro + = + fesime 22%(1 — x) = 0, coz ma (dvojnasobny) kofen 0 a dale
koren 1. Naproti tomu pro + = —1 se celd rovnice trivializuje, coz znamenad, ze kazda dvojice
(z,y) spliujici y*> = —x je fesenim druhé rovnice. Z prvniho ptipadu tak mdme konecné
mnoho feseni, zatimco z druhého celou kiivku nulovych bodu. Dohromady:

V(y4 - x2,y4 - I2y2 + .Iy2 - IL’3) = {(070)7 (17 1)? (17 _1>} U V(y2 + ZL‘)

Jednobodové mnoziny jsou vzdy algebraické a ireducibilni, zatimco V (y*+x) = {(—t%,t) | t € C}
je ireducibilni (lze dokézat podobné jako v podiloze a)), takze mame ireducibilni rozklad

V(y4 - l‘2’y4 - $2y2 + ny - IL‘3) = {(O’ 0)} U {<]—a 1)} U {(17 _1)} U V([E2 + y)
Je-li K konecné téleso, pak je kazdd podmnozina v K™ algebraicka.

Reseni.  Jednobodové mnoziny jsou algebraické, protoze
{(ar,...;an)} =V(x1 —ay,...,x, — ay).

Déle vime, ze sjednoceni dvou algebraickych mnozin je algebraickd mnozina, protoze V(I.J) =
V(I)UV(J). Snadnou indukei z toho plyne, ze libovolné sjednoceni konetné mnoha algebraickych
mnozin je opét algebraickda mmnozina. Pokud se tedy pohybujeme nad konecnym télesem K, pak
pro libovolnou neprazdnou A C K™ mame

A = U {(at,...,a,)},

(at,...,an)€EA

coz je konecné sjednoceni algebraickych mnozin, ¢ili algebraickd mnozina. (Prdzdnd mnozina je
také algebraickd skrze () = V/(1).)

Nahlédni, ze pro idedl I < R je v/T roven 7~ (1/0/I), kde 7 : R — R/I je piirozend projekce.
Reseni. a" €1 <= m(a)" = 0.

Bud K nekonecné téleso a V' = {(t,#*,¢°,...,¢") | t € K} C K" Urci I(V) (s ditkazem!) a na
zékladé tlohy z DU (V ireducibilni <= (V) prvoidedl) vyvod, ze V je ireducibilni.

Reseni. (naznak) Plati I(V) = (28 — 2, | « = 2,...,n) = P, coz je prvoidedl, protoze
Klxy,...,2,]/P ~ Klx;] je obor integrity (izomorfismus je f ~— f(z1,22,...,27)). Skrz ekvi-
valenci z doméciho tkolu tedy vidime, ze V' je ireducibilni mnozina.
Rozmysli si nasledujici charakterizace ideali pomoci faktorokruhu: I < R je

e maximdlni, pravé kdyz jsou vSechny nenulové prvky R/ invertibilni,

e prvoidedl, pravé kdyz je soucin nenulovych prvku v R/I vzdy nenulovy,

e radikalovy, pravé kdyz je mocnina nenulového prvku v R/I vzdy nenulova.
Resend. Prvni dvé odrazky fikaji jen véci, které uz zndme: I je maximélni, pravé kdyz je R/I
téleso, resp. I je prvoidedl, pravé kdyz je R/I obor integrity.
I je radikdlovy, prave kdyz VI = I, tedy kdyz (3n)(a” € I) <= a € I. Kdyz totéz
preformulujeme ve faktor okruhu, tak chceme, aby pro libovolné a + I € R/I platilo, ze

@n)((a+D)"=0+1) < a+1=0+1.

To ale presné tikd, ze mocnina muze byt nulova pouze tehdy, kdyz uz jeji zaklad byl nulovy, tedy
ze mocnina nenulového prvku v R/ uz je nenulova.

Dokaz, ze f(z,y) = y* + 2?(x — 1)® € R[z, y| je ireducibilni polynom, ale mnozina V(f) C R? je
reducibilni.



Reseni.  V R jsou druhé mocniny nezaporné, tudiz pro (a,b) € R? nastane f(a,b) = 0 prave
tehdy, kdyz b = 0 a zaroven a(a — 1) = 0, tedy V' (f) = {(0,0), (1,0)}, coz je zjevné reducibilni
mnozina.

Naproti tomu f je ireducibilni: pro spor at neni, pak se rozkldda na f = gh, kde g i h jsou
nekonstantni. Vzhledem k deg, (f) = 2 by pak BUNO ¢ mélo deg,(g) < 1. Divadme-li se na f jako
na prvek R[z][y], pak mé vedouci koeficient jedna, tedy deg,(g) = 0 by znamenalo g | 1, tedy g je
konstantni, coz je spor.

Tedy musime mit deg,(g) = deg,(h) = 1. Pritom f je ve smyslu f € R[z][y] monicky, tedy i g, h
musi byt monické, neboli
9=1y+ 9o, h=y+ ho

pro néjakd go, ho € R[x]. Pak uz nam porovnéni koeficientu v

vV 42}z —1)°=f=(y+9)y~+ho) =y + (90 + ho)y + goho

da hg = —go a nésledné (z(x — 1))? = goho = —g2. Je-li nyni a € R vedouci koeficient gy, pak
mame vzetim vedoucich koeficientt na obou strandch 1 = —a?, coz zjevné redlné éislo nemuze
splnit.

Tedy dohromady je f ireducibilni, jak jsme chtéli.



