Uvod do komutativni algebry: cviceni 5
7. prosince 2023

Ukazeme si:
1. Urci, zda je Galoisovu grupu 7" D Q a vSechna télesa U, T' D U D Q, jestlize
a) T =Q(i,Vv2), b) T = rozkladové nadtéleso z° — 2 nad Q.

Reseni.

a) Zjevné mame [T : Q] = [T : Q(v2)][Q(v2) : Q] = 2-2 = 4, navic jde o rozkladové
nadtéleso polynomu (z? — 2)(z% + 1), tedy je normdlni, separabilni (charakteristika 0) a
konecného stupné, tedy Galoisovo. Hned tedy vime, ze # Gal(T'/Q) = 4. Zaroven jakykoliv
Q-automorfismus ¢ € Gal(T/Q) mé dvé moznosti kam poslat v/2 a dvé kam poslat i. Maji-li

skutecné vzniknout 4 automorfismy, musi kazda kombinace téchto dvou moznosti dat validni
automorfismus, tedy mame ¢tyfi automorfismy tvaru

Oab : T — T,
i— (—1)%,
V2 (=152

pro a,b € Z,. Snadno nahlédneme, ze skladani bude odpovidat séitdni dvojic (a,b) v grupé
Zg X ZQ, tedy Gal(T/@) ~ Zg X ZQ.
K urceni podtéles prozkoumejme podgrupy Zs X Zs. Zjevné kromé trividlnich Zo x Zs a
{(0,0)} muzeme mit jen dvouprvkové podgrupy, pritom ale vie kromé (0,0) ma 7ad 2, takze
kazdy ze ti1 nenulovych prvku generuje dvouprvkovou podgrupu. Tedy:

ZQ X ZQ

/1IN
(1,0)) (1, 1)) ((0,1))
N
{(0,0)}

Aplikujeme nyni Galoisovu korespondenci, pokud zachovame orientaci diagramu, pak u vzniklych
Fixt budeme kreslit vétsi télesa nize. U trividlnich podgrup vime okamzité, ze ptislusny Fix
mus{ byt Q resp. T, zatimco u dvouprvkovych podgrup snadno Fix uréime, nebot se fixovani
identitou je trividlni, takze zbyva vzdy jen jedna podminka, napi. Fix(T, (o1)) = Fix(T, 7 —
—i) = Q(+/2), protoze v/2 je fixovand a uz generuje rozsifen{ stupné 2, coz vime, ze mé vyjit.
Podobné dostaneme i zbylé Fixy:

{
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Q@? \/5) =T

b) Na predchozich cvicenich jsme uz vidéli, ze T = Q(¥/2,e*™/3) a ze [T : Q] = 6. Jedna se
o Galoisovo rozsifeni, pfitom se ale Sestiprvkova Gal(7'/Q) ma vnofovat do S3 (permutace
tif kotenu z3 — 2), takze uz musi byt Gal(T/Q) ~ Sj.
S3 ma nasledujici strukturu podgrup: jedinou podgrupou fadu 3 je grupa generovana kterymkoliv
ze dvou trojeykli, coz je shodou okolnosti taky alternujici grupa As. Radu 2 jsou jen pod-
grupy generované kazdou ze tif transpozic, tyto jsou samoziejmé izomorfni Zz. Schématicky
tedy muzeme kreslit:



S3

AP

Jak nyni urcit Fixy? Dvouprvkové grupy jsou generované transpozicemi dvou korenu a maji
odpovidat kubickému rozsiteni — do toho ale presné sedi téleso generované tietim kofenem,
ktery transpozice nechava na misté. Naproti tomu Fix od Az ma byt kvadratické rozsiteni
Q, a vzhledem k tomu, Ze vime, Ze md byt jen jedno, stacf si v§imnout podtélesa Q (e2™/3).

Tedy:
27r7,/3 \\
271'1/3\/_ Q (64771'/3\3/5)

%

2. Pro rozsiteni téles U D T urci [U : T spolu s bazi U jako vektorového prostoru nad 7', rozhodni,
zda jde o Galoisovo rozsiteni, a pokud ano, urci také vsechna télesa V., U DV D T, jestlize

a) U=Q(vV2,e*), T=Q, ¢) U=Q(V2,V3,+5), T=Q,
b) U=Q(V3), T=Q, d)U:Q<\/1+\/§>,T:@.

Reseni. Uvadim jen Galoisovy grupy a mezitélesa, pokud nejsou piflis komplikovana.

a) Trikove si lze povsimnout Q(e*™/3) = Q(v/=3), takze U = Q(v/2,/—3). Podobné jako v
.a) vyjde Gal(U/T) ~ Zy x Zsy, mezitélesa jsou Q, Q(v/2), Q(v/—=3), Q(v/—=6), Q(v/2,v/-3).

b) Neni Galoisovo, protoze x> — 3 m4 jesté dalsi dva komplexn{ koteny, které budou v U C R
chybét.

c) Gal(U/T) ~ Z3. Mezitéles bude mnoho; pokud jsem se neptepocital, tak sedm stupné 2 a
sedm stupné 1:

Q(v2), Q(V3), Q(v5), QH6), QV10), QV15), Q(V30),
Q(V3,v5), Q(V2,v5), Q(vV2,V3), Q5 V6), Q(3,v10), Q(V2,v25),
Q(V6,V10).

d) Neni Galoisovo. Zjevné je v/1 4 v/2 kofenem (22 —1)?—2, coz mtizeme pii substituci x = y+1
piepsat jako (y%+ 2y)? — 2 = y* + 49® + 4y* — 2, coz je ireducibilni dle Eisensteinova kritéria
s p = 2, tedy uz (z> — 1)> — 2 musi byt minimalnim polynomem /1 + v/2. Jeho dalsim
kofenem je ale také tfeba v/1 — /2 ¢ R, pfitom viak U C R, coz uz dosvédéuje, ze U neni
normalni.

3. Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad télesem 7. Urci U, [U : T, bdzi U nad T a Gal(U/T)
(muzes se taky zamyslet nad télesy V, U D V D T, ale mnohdy vypadaji dost osklivé), jestlize

a) f=a-5T=Q, ¢) f=(22=3)(a*-5), T = Q(v2),
b) f=a®—2 T =Q(e/?3), *d) f=(2-1)2-2T=0Q.



a) U=T(/5), [U:T] =2, Gal(U/T) ~ Zjy, mezitélesa jsou jen trivialni.

b) U=T(v2), [U:T] =3, Gal(U/T) ~ Zs, mezitélesa jsou jen trivialni.

¢) [U:T) =4, Gal(U/T) ~ 72, mezitélesa jsou trivialni a T(v/3), T(v/15), T(V/5).

d) U=T(/1++2,4), [U:T] =8, Gal(U/T) ~ Ds, mezitélesa vypadaji komplikované, proto

si je dovolim vynechat.

. Méjme télesa VO U D T takova, ze jak V O T, tak U D T jsou normalni rozsiteni. Pak
Gal(V/U) «Gal(V/T) a Gal(V/T)/ Gal(V/U) ~ Gal(U/T).

Reseni. Uvéazim zobrazeni definované restrikei

Gal(V/T) — Gal(U/T),
@ ply

Nejprve zduvodnim, ze ¢l je skuteéné T-homomorfismus U — U. T-homomorfismus je jasny.
Pak uré¢ité pfinejmensfm vime, ze je to T-homomorfismus U — T. Definicf normality je tedy ve
skutecnosti U — U. Je to télesovy homomorfismus, takze i prosté T-lineari zobrazeni. U m& nad
T konecnou dimenzi, takze linedrni endomorfismus je prosty, pravé kdyz je na, tedy prave kdyz
je to automorfismus. Tim je dokazano, ze ¢|,;.

Ze restrikce zachové sklddani automorfismi, je zfejmé. Mame tedy homomorfismus grup. Tvrdim,
ze je surjektivni, bud tedy déno ¢ € Gal(U/T') a najdu jeho vzor. Bud V = T(«a) (Galoisovo
rozsiteni, tedy specidlné spearabilni kone¢ného stupné). Pak je V rozkladové nadtéleso polynomu
meq,r nad T'. Podle tvrzeni 2.5 ze skript ale umime 7T-izomorfismus U =: T} — T3 := U rozsitit
na néjaké ¢ mezi rozkladovymi nadtélesy polynomu f resp. ¢(f). Jenze f ma koeficienty z T,
takze ¢(f) = f, a rozkladové nadtéleso f nad U je urcité V (je rozkladové uz nad T'). Takze jsme
@ : U — U rozsitili nad ¢ : V' — V| coz jsme chtéli.

Tedy mame surjektivni homomorfismus grup. Co je jeho jadro? |, = idy nastdva prave tehdy,
kdyz ¢ nechdva U na msiteé, tedy ¢ € Gal(V/U). Jadro je tedy Gal(V/U) < Gal(V/T), coz z této

podgrupy okamzité ¢ini podgrupu normalni a navic mame prvni vétou o izomorfismu
Gal(V/T)/ Gal(V/U) ~ Gal(U/T),
jak jsme chtéli.

. Uvazujme cyklotomickd télesa.

a) Pripomeii si, ze Gal (Q(e*™/™)/Q) ~ ZX. Predpoklédej, ze uz vis [Q(e*™/") : Q] = ¢(n).

b) Bud U rozkladové nadtéleso z*° — 1 nad Q(:). Urci Gal(U/Q(i)) a vSechna mezitélesa V,
UD>V DQ®).

c) * Bud U kofenové nadtéleso 22 + 22 — 2z — 1 nad Q. Urci Gal(U/Q).

Resent.
a) Bud ¢ := e?™/". Vime, Ze toto je kofenem n-tého cyklotomického polynomu, jehoz koteny
jsou piesné ¢* pro k € Z*. Z toho jednak plyne, ze Q(¢) je rovnou i rozkladové nadtéleso
n-tého cyklotomického polynomu, takze je to Galoisovo rozsiteni Q. Také ale mame nanejvys

¢(n) moznych obrazi pro ¢, jmenovité jednotliva ¢*, k € Z*, takze vSechna tato k musf ddt
automorfismus. Pii skladani uvidime

¢ (P ()R = (),

z &ehoz je hned uz vidét Gal (Q(e*™/")/Q) ~ Zx.



b) Vime, ze Gal(U/Q) ~ Z5, a Gal(U/Q(37)) je jeji podgrupou. Pottebujeme tedy automorfismus
zadany pomoci ¢ — ¢*, k€ {1,3,7,9,11,13,17,19} takovy, ze i + i. Diky i = (® to znamend
i* =i, tedy k =1 (mod 4), coz ndm ponecha pogrupu tvaru {1,9,13,17} ~ Z} ~ Z, (jelikoz
132 = 9, musi uz 13 mit 7¥ad 4). To m4 tedy jen jednu netrividlni podgrupu {1,9}.
Tvrdim, Ze pifslusny Fix mohu popsat t¥eba jako T'(¢*+(~*—(®—(®). K tomu si v§imnéme,
7e ¢ — (° = —(74, takze ¢* — (—=1)*¢*, z ¢ehoz se

G == O -

fixuje. Tento vyraz je ve skuteénosti roven v/5 (jde to vykoukat z poznatkti z druhdcké Teorie
¢isel o Gaussovych CharakterechE[), takze jedinym netrividlnim télesem lezicim mezi U a Q(7)
je Q4 V5).

¢) Oznatme (¢ := e*™/7 a podivejme se na tlohu uvniti V := Q(¢). Tvrdim, ze U = Q(¢ +¢71).
Ze ¢ + (' je kofenem f se dovéif dosazenim, stejné tak se ovéid, ze dalsimi dvéma kofeny
jsou €2+ ¢72 a 3+ (3. Snadno taky vyjadiime, 7e tyto uz lezi v Q(¢ + ') skrze

CH(P=C+Y -2 CHP =+ =3¢+ .

Potom uz vidime, ze méame Galoisovo rozsireni (rozkladové nadtéleso) stupné 3 (je to zarovern
kofenové a f je ireducibilni, napt. vyzkousenim vSech moznosti z véty o raciondlnim kofeni),
takze uz musi byt Gal(U/Q) ~ Zs (jedind trojprvkova grupa). Z toho také plyne, ze U nem4
zadnd netrividlni podtélesa.

6. Mé¢jme rozsiteni U O Q koneéného stupné, které ale neni normélni. Zamysli se, jestli pfesto
nedovedeme néjak pomoci Galoisovy korespondence najit vsechna télesa V', U D V O Q. Obecnéji
uvazuj totéz pro rozsiteni U D T, jez je separabilni a koneé¢ného stupné, ale neni normaélni.

Resen?. Minule jsme vidéli, ze k separabilnfmu rozsfieni U O T umime najit V O U tak, ze
V' D T je Galoisovo. Potom muzeme spocist Gal(V/T) a hledat podtélesa vétstho V' pomoci
Galoisovy korespondence. Pritom ta z nich, kterd budou dokonce podtélesy U, budou odpovidat
nadgrupam podgrupy Gal(V/U) < Gal(V/T).

7. * Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad télesem T. Urci U, [U : T, bazi U nad T a
Gal(U/T) a vsechna télesa V, U DV D T, jestlize

a) f=a*=5T="17r, C)f::L‘pk—JZ,T:Zp.
b) f=2'-3,T =17Zs,

Resent.

a) f nemd v T kofen a je kubicky, takze uz je ireducibilni. Jelikoz jsou 1, 2 a 4 tfeti odmocniny
z jednicky v Zz, je-li a kofenem f, pak jsou jimi i 2« a 4a, takze kofenové nadtéleso Zr ()
bude i rozkladové U. Z toho [U : T] = 3, takze Galoisova grupa je Zs a neméme zadna
netrivialni mezitélesa.

b) f nemd v T koien a rozepsani rovnic plynoucich z rozkladu z* —3 = (22 —ax +b) (2% — cx +d)
ukaze, ze takovy rozklad neexistuje, takze f je ireducibilni. Nyni jsou 1, 2, 3, 4 primitivni
odmocniny z jednicky v Zs, takze pro koren o polynomu f uz nasobky « predstavuji vSechny
kofeny, tedy opét je kofenové nadtéleso Zs(«) rovnou i rozkladové. Pak vidime [U : T] = 4.
Automorfismy musi odpovidat a — ka, k = 1,2, 3,4, coz bude pii skladani vypadat jako

o = /{1@ — ]{31(/{2@) = (klkz)@,

z ¢ehoz je videt Gal(U/T) ~ Zf ~ 7Z,. Dvouprvkovou podgrupou je zde {1,4}. Ctytka
odpovidd o + 4a = —a, takie se v tomto automorfismu musi fixovat a?. To je kofenem
kvadratického polynomu 2% — 3, takze skutecné obdrzime kvadratické rozsiieni

Fix(U,{1,4}) = Zs(a?).

ITaky bych oéekédval, ze to ¢lovék uvidi, pokud bude dost dlouho zirat na pravidelny pétitdhelnik.



c¢) V charakteristice p je a — a? okruhovy homomorfismus (respektuje nasobeni i sé¢iténi), takze
i jeho k-nésobné slozeni a — a?* bude homomorfismus. Sama mnozina kofent f = 27" —
je tedy uzaviend na s¢itani, nasobeni i multiplikativni inverzy, tvoii tedy téleso. To pak tedy
mé p* prvki, tedy je to rozsifeni Z, stupné k. Homorfismus a — a? je automorfismem a jeho
sklddanim vyrobime k-ruznych automorfismu (protoze teprve k-nasobné slozeni a +— " =a
je identita). To znamend, ze Galoisova grupa je cyklicka. Podtélesy jsou rozkladova nadtélesa
polynomi f; = 2*° — x pro £ | k.

8. ** Nahlédni, ze pokud Gal(T/Q) ~ Ay, pak neexistuje zadné téleso U, T' D U D Q se stupném
(U : Q] = 2. Pokud si véifs, zkus dokézat, ze rozkladové nadtéleso f = z* + 8z + 12 nad Q je
piikladem takového T'. (Mné se to zatim nepovedlo dokézat, ale podle duvéryhodného zdroje by
to méla byt pravda.)

Resend. Galoisovou korespondenci odpovidaji mezitélesa v ' D Q podgrupam v Gal(T/Q).
Stupen [U : Q] = 2 by musel odpovidat podgrupé Gal(7/Q) indexu 2, jenze Ay zadné takové
nema.

Diikaz, ze Galoisova grupa A, skuteéné nastane pro rozkladové nadtéleso f = x* 4 8x + 12, muze
horlivy zdjemce najit zde:
https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/galoistheory/cubicquartic.pdf (Example 3.3)


https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/galoistheory/cubicquartic.pdf

