Uvod do komutativni algebry: cviceni 4
23. listopadu 2023

1. Bud U D T rozsfien{ kone¢ného stupné. Dokaz, ze je Galoisovo, pravé kdyz [U : T] = # Gal(U/T).

Reseni. Polozme sérii nerovnosti:

1 )
[U:T] > [U: T = # {T-homomorfismy U — T'} > # {T-homomorfismy U — U}

2.25

= # {T-automorfismy U — U} = # Gal(U/T).

—~
N

2.25

Jednu z pozdéjsich rovnosti obstardva Lemma 2.25 ze skript (muzeme pouzit, protoze koneény
stupen implikuje algebrai¢nost). V (1) nastava rovnost, pravé kdyz je U D T separabilni, zatimco
v (2) nastéava rovnost, pravé kdyz je U D T normélni. Vzhledem k tomu, Ze uz mame dan konecny
stupen rozsiteni, Galoisovskost nastane pravé tehdy, kdyz je rozsiteni i separabilni a normalni,
tedy prave kdyz nastanou rovnosti v (1) a (2), tedy prave kdyz [U : T = # Gal(U/T).

2. (zachovavéani a skladdni vyznaénych vlastnosti) Budte V' O U D T rozsifen{ téles. Vis-li, ze
rozSiteni V' O T ma vlastnost X, rozhodni, zda nutné musi i VO U ¢i U D T mit vlastnost X.
Vis-li, ze obée V D U, U D T maji vlastnost X, rozhodni, zda ji nutné musi mit i V > T'.

a) X = kone¢ného stupneé,
b) X = algebraické,
¢) X = separabilni,
d) X = normaélni,
e) X = Galoisovo.
Resent.
a) Obé dil¢i rozsiteni musi byt koneéného stupné, naopak pokud obé jsou, pak jei VO T
konec¢ného stupné.
b) Stejné tak jsou obé dil¢i rozsiteni algebraicka a jejich algebrai¢nost uz implikuje algebrai¢nost
V' O T (viz minulé cviceni).
¢) Obeé diléf rozsiteni musi byt separabilni: a@ € V' je kotenem separabilniho f € T[], coz je i
€ Ulx]; zato 8 € U je separabilni nad T ¢isté z 8 € V. V opaéném sméru: pro [V : T] < 0o to
snadno plyne pomoci stupnu separability. V obecném piipadé, je-li v € V, pak je separabilni
nad U, tedy kofenem jistého f = a,z™ + -+ + ajx + a9 € Ulzx], takze separabilni nad
T(ag,...,a,). Vime, ze T'(ag,...,a,) DT i T(vy,a0,...,a,) D T(ag,...,a,) jsou separabilni
a konecnych stupnu, takze uz je v separabilni nad T
d) V O U musi byt normélni (U-homomorfismus je specidlné i T-homomorfismus), U O T ne
nutné (napi. Q(w, v2) D Q(v/2) D Q). Podobné Q(v/2) D Q(v2) D Q ukazuje, ze V O T
nemusi byt normalni, i kdyz V DU i U D T jsou.
e) Jen poskldddme odpovédi z konecného stupné, separability a normélnosti. V' O U musi
byt Galoisovo, U D T ne nutné, obracend implikace taky neplati (stejné protipiiklady jako
u normality).

3. Rozhodni o nasledujicich rozsitenich, které z vyznacnych vlastnosti z tulohy |2} maji a které ne:

a) COR, b) Q(v2) > Q, *c) Zp(z) D Zy, *1) QD Q.

Resend.

a) [C: R] = 2, tedy je to rozsifeni koneéného stupné, specidlné tak i algebraické. Separabilitu
mame zdarma diky charakteristice 0 a normélni je tieba diky tomu, ze C je rozkladové
nadtéleso polynomu 22 + 1 nad R. Posléze jde i o Galoisovo rozsiieni.

b) Stupen je 3 < oo, tedy jde urcité o algebraické rozsifeni. Separabilita je zdarma diky cha-
rakteristice, avsak rozsifeni neni normalni — polynom z® — 2 m4 v rozsifeni jeden kofen, ale
zbylé dva ne. Posléze tedy rozsiteni nemuze byt ani Galoisovo.



c¢) Jako vektorovy prostor nad Z, mé uz Z,[z] nekone¢nou dimenzi, coz se muze jediné zveétsit
prechodem k podilovému télesu Z,(x). Nejednd se tedy o rozsifeni konectného stupné. Déle
prvek @ € Z,(x) neni kofenem zddného nenulového polynomu ze Z,[y|, takze se nejedna o
algebraické rozsiteni. V dusledku toho ani nema smysl mluvit o separabilité nebo normalnosti,
tedy ani o Galoisovskosti.

d) Algebraicky uzavér v sobé obsahuje vSechna algebraicka rozsifeni, a ty umime uréité kon-
struovat libovolné velkd, musi tedy byt [Q : Q] = oo. (Lze si ale rozmyslet, Ze dimenze Q jako
vektorového prostoru nad Q je jen spocetnd, protoze samo Q mé4 jen spocetné mnoho prvkil. )
Piimo z definice algebraického uzavéru musi jit o algebraické rozsiteni. Potom je zadarmo i
separabilni, protoze charakteristika 0. Normalnosti bude taky platit trivialné: kdyz rozbalime
definici normélnosti, pak v tomhle piipadé to znamend, zdali kazdy Q-homomorfismus (7-
homomorfismus) Q — Q (zde mysleno U — T) je ve skuteénosti Q — Q (zde mysleno
U — U), coz plati naprosto tautologicky. Rozsifeni tedy je normélni, ale nebude Galoisovo,
protoze nemd konecny stupen.

4. Bud V D T Galoisovo rozsifeni a V > U D T. Dokaz, ze [U : T] = %%

Reseni. Podle .d) je 1V D U Galoisovo rozsiteni, takze z . dostaneme

#Gal(V/T) [V:T]
#Gal(V/U) [V:U U+ T].

5. Bud f € T[z] polynom s rozkladem na navzajem neasociované ireducibilni polynomy f = fi -+ f3.
Uvazujme Galoisovu grupu rozkladového nadtélesa f nad T' jako grupu permutaci na mnoziné
korenu f. Nahlédni, ze kazd4 z téchto permutaci musi mit alespon k cyklu.

Resent.  Jelikoz jsou jednotlivé f; navzajem neasociovana, jejich mnoziny kofenti A; jsou navzajem
disjunktni (kdyz totiz @ € A; N A;, uz to znamend myr | fi, f;). Piitom ale vime, ze kazdy T-
automorfismus permutuje koteny stejného ireducibilniho polynomu z 7'[x] jen mezi sebou. Takze
kazdy prvek Gal bude permutovat kazdé A; jen uvniti A;. V kazdé A; se pritom musi vyskytnout
alespon jeden cyklus (je to neprdzdnd mnozina), takze celkem pujde o > k permutaci.

6. (opakovan{ z predndsky) Bud U téleso, G < Aut(U) podgrupa a T' C U podtéleso. Potom plati
Gal(U/ Fix(U,G)) D G a Fix(U,Gal(U/T)) D T.

eSeni. Po rozbaleni definic zjevné: napt. Fix(U, Gal(U/T)) je mnozina téch prvka u € U, zZe
o(u) = u pro kazdé ¢ € Gal(U/T). Ale prvky Galoisovy grupy nechévaji prvky 7' na misté, tedy
@(t) =t pro kazdé t € T, coz uz implikuje T C Fix(U, Gal(U/T)).

7. Budiz U D T separabilni rozsiteni koneéného stupné. Nahlédni, ze existuje téleso V' takové, ze
UcCV,[V:T|<([U:T))! arozsiteni V O T je Galoisovo.

Reseni. 7 prednésky je separibilni rozsifeni koneéného stupné jednoduché, méjme tedy U =
T(a). To je kofenové nadtéleso polynomu m,r nad 7, uvazujme tedy také jeho rozkladové
nadtéleso, které oznacime V. To je urcité nadtéleso U a je normdlni. Necht n = [U : T| = degmq 7.
Vime, ze m, r je separabilni, protoze « je separabilni nad 7', takze m,r méa n ruznych kofeni
a)] = @, Qa,...,q,. Vsechny tyto prvky jsou separabilni nad 7', protoze maji tentyz (separabilni)
polynom. Tedy V = T'(ay,...,a,) vznikd pridanim nékolika separabilnich prvku, je to tedy se-
parabilni rozsifeni 7. Dohromady tak uz je i konectného stupné (pfidali jsme koneéné mnoho
algebraickych prvku), a tedy Galoisovo.

Konetné odhadnéme [V : T]. To je totéz, co # Gal(V/T), ale tato grupa se vnoruje do grupy
permutaci na mnoziné {ay, ..., a,}, kterdzto mé ¥ad n!. Dokonce tedy muzeme Fict

V.T)| ([U:T)H.



8.

10.

11.

12.

Podle lemmatu 2.25, je-li U D T algebraické rozsiteni, pak uz musi kazdy 7T-homomorfismus
¢ : U — U byt dokonce T-automorfismus. Rozmysli si, ze algebrai¢nost je nutnd — pro 1" = 7Z,,
U = T(x) (teleso raciondlnich funkci) najdi 7T-homomorfismus ¢ : U — U, ktery neni
T-automorfismus.

Reseni. Genericky prvek U je tvaru %, f,g9 € Tlz], g # 0. Zaved me homomorfismus

p:U—=U,
f o)

g g(z?)’

tedy ,misto x piseme 2%“. Snadno se nahlédne, Ze toto nezdvisi na konkrétnim zapsan{ zlomku g a
jednd se o homomorfismus (dosazovani zachovava operace). Pfitom ale evidentné neni surjektivni:
x € U nikdy nezapiSeme jako podil dvou polynomu obsahujicich jen sudé mocniny x: v rovnici
f(2?) = x - g(x*) md levd strana sudy stupeii, zatimco pravé lichy stuper.

Bud T téleso s charT # 2 a a,b € T prvky s \/a,vVb,vab ¢ T. Pak [T(\/a,V/d) : T] = 4.
* Mizes zkusit dokazat Gal(T(v/a, Vb)/T) =~ Zy x Zs.

Reseni. Uvazujme T C T(y/a) C T(y/a,V/b). Pokazdé rozsifujeme o odmocninu néceho, co lezi
v predchozim télese, takze kazdy ze stupnu dvou diléich rozsifeni je bud 2, nebo 1. Abychom
ukézali, Ze oba jsou 2, sta¢i nahlédnout /a ¢ T a Vb ¢ T( /a). Prvni nelezeni mame hned ze
zaddni, pro to druhé pro spor piedpoklédejme, ze Vb = u + vy/a pro néjakd u,v € T. Upravami
pak mame

Vb —vyva = u,
b—21}\/@—|—02a:u2,
20vab = u? — v’a —b.

Rozlisme dva piipady: pokud v = 0, pak jsme vyjddfenim vb = u ve skutecnosti méli vb € T,
coz je spor. V opacném piipadé v # 0 a vzhledem k zadané charakteristice # 2 mame i 2 # 0,
takze ziskdame
u? —v¥a—b
vab= —— €T,
2v
coZ je opét spor.

Dohromady tak muselo byt vb ¢ T(y\/a), coz uz implikuje [T'(v/a,vb) : T(yv/a)] = 2. Tedy
[T(\/a,Vb) : T]=2-2=4.

Rozsiteni U D T je normalni, pravé kdyz existuje mnozina M C T'[x] takova, ze U je rozkladové
nadtéleso mnoziny M nad T

* (existence separabilnfho uzavéru) Bud U D T rozsifeni téles. Viechny prvky a € U, jez jsou
separabilni nad 7', tvori podtéleso U.

Reseni. Polozme V := {a € U | a je separabilni nad T'}. Chceme jen ukézat, ze tahle mnozina
je uzaviena na télesové operace. Méjme tedy néjaka «, 8 € V. To jsou separabilni prvky nad
T, z prednasky tedy vime, ze T'(«, 5) D T bude separabilni rozsifeni. Pfitom ale vSechny mozné
operace (soucty, souciny, inverzy, ...), co muzeme s «, [ vyrobit, budou lezet v T'(«, /3), takze
taky budou separabilni, takze budou opét lezet ve V', coz jsme chtéli.

* Bud p prvocislo, U = Z,(x,y), T = Z,(a?, y*). Dokaz, ze rozsiieni U D T neni jednoduché.
Reseni. Necht pro spor U =T(f/g), kde f,g € Z,[x,y], g # 0. Zapisme

f= Z Ciﬂ?iyja
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kde koeficienty ¢;; jsou ze Z,. V charakteristice p je umocnovani na p homomorfismus, takze
P = Z c%(xp)i(yp)j € 7,2, y").
0,j>0
Obdobneé ¢? € Z,[z?, y], takze (f/g)? € T. To znadi, ze [U : T] < p.

Ukéazeme, Ze stupen rozsiteni je ve skutecnosti vétsi. Plati, ze  ma v T'[z] minim&lni polynom
2P — 2P (notaéné to muze byt trochu matouci, ale je to jen aplikace Eisenstein a Gaussova lemmatu,
kterou jsme uz nékolikrat vidéli — protoze P, a¢ z hlediska notace vypada rozlozitelné, je v
Zp|z?, yP] prvocinitel). Podobné bude mit y nad 7'(x) minimalni polynom 2P —y?, takze dostaneme

U:T)=[T(z,y) : T = [T(z,y) : T(2)] - [T(2) : T| = p,

coz je spor s [U : T] < p.



