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1. Bud’ α algebraický prvek nad tělesem T . Pak [T (α) : T ] = degmα,T .

Řešeńı. Bud’ n := degmα,T . Tvrd́ım, že 1, α, . . . , αn−1 je báze T (α) jako vektorového prostoru
nad T . Že je to generuj́ıćı množina: stač́ı nagenerovat libovolnou mocninu αk. Pro k ≤ n − 1
to umı́me triviálně. Minimálńı polynom ř́ıká, že αn + (nějaká lineárńı kombinace 1, . . . , αn−1) =
0, takže αn = nějaká lineárńı kombinace 1, . . . , αn−1, takže každou vyšš́ı mocninu α dovedeme
přepsat na lineárńı kombinaci menš́ıch – dostatečným opakováńı źıskáme lineárńı kombinace
1, . . . , αn−1. Že je to lineárně nezávislá množina: T -lineárńı kombinace 1, . . . , αn−1 je jen hod-
nota nějakého polynomu stupně ≤ n− 1 v α. Pokud je to netriviálńı kombinace (ne samé nuly),
pak je to nenulový polynom, takže z minimality mα,T nemůže mı́t α jako kořen.

2. Pro těleso T a polynom f(x) urči všechna možná kořenová nadtělesa pro f nad T , rozkladové
nadtěleso pro f nad T , stupně rozš́ı̌reńı všech těchto těles a také jejich Galoisovy grupy nad T :

a) f(x) = x2 + 3, T = R, b) f(x) = x2 − 1, T = Q, *c) f(x) = x3 − 2, T = Q.

Řešeńı.

a) Kořeny x2 +3 jsou ±
√
−3. Máme R(

√
−3) = R(−

√
−3) = C, takže C je kořenové nadtěleso

a rovnou i rozkladové nadtěleso. x2+3 je kvadratický a nemá v R kořen, takže je ireducibilńı.
C ⊃ R pak jako kořenové nadtěleso kvadratického ireducibilńıho polynomu má stupeň 2.
Gal(C/R) je dvouprvková: jedńım automorfismem je identita, druhým komplexńı sdružeńı
z 7→ z. Že se jedná o automorfismy: u id je to triviálńı, u komplexńıho sdružeńı v́ıme např. z al-
gebry, že respektuje sč́ıtáńı i násobeńı, reálná č́ısla fixuje a nav́ıc je to bijekce, tedy skutečně
je to R-automorfismus tělesa C. Že daľśı automorfismy neexistuj́ı: v́ıme, že v rozš́ı̌reńı stupně
2 se muśı Galoisova grupa injektivně vnořovat do S2. To je ale dvouprvková grupa, takže v́ıc
než dva prvky v Gal(C/R) mı́t nemůžeme.

b) f má kořeny ±1, což jsou oba prvky Q. Kořenovým i rozkladovým nadtělesem je tak pouze
Q samo, stupeň rozš́ı̌reńı je 1 a Galoisova grupa je triviálńı.

c) Tato část už je těžš́ı a snáze se bude řešit s pokročileǰśımi nástroji z přednášky. Tedy bez

d̊ukazu: rozkladová nadtělesa jsou tři – Q( 3
√
2), Q(e

2πi
3

3
√
2), Q(e

−2πi
3

3
√
2). Každé je stupně 3

(kořenová rozš́ı̌reńı ireducibilńıho polynomu stupně 3), ale Galoisovy grupy maj́ı triviálńı.

Rozkladové nadtěleso je Q(e
2πi
3 , 3

√
2) a má stupeň šest. Jeho Galoisova grupa je šestiprvková a

izomorfńı S3. Lze ji nagenerovat dvěma prvky, z nichž jeden fixuje 3
√
2 a komplexně sdružuje

e
2πi
3 na e

−2πi
3 , zat́ımco druhý fixuje e

2πi
3 a rotuje 3

√
2 na e

2πi
3

3
√
2.

3. Mějme tělesa T ⊂ U ⊂ V . Je-li V algebraické nad U a U algebraické nad T , pak je také V
algebraické nad T .

Řešeńı. Nejprve baby verze, když se zároveň jedná o konečná rozš́ı̌reńı (konečné rozš́ı̌reńı je
nutně algebraické – viz 5.). Pak prostě můžeme ř́ıci, že

[V : T ] = [V : U ] · [U : T ]

je konečné, tedy V ⊃ T je algebraické.

Nyńı dospělá verze s potenciálně nekonečnými rozš́ı̌reńımi. Berme α ∈ V a ukažme, že je alge-
braické nad T . Vı́me, že je algebraické nad U , takže je kořenem nějakého

f = unx
n + · · ·+ u1x+ u0 ∈ U [x].

Zjevně je potom tedy α také algebraické nad T (un, . . . , u1, u0). Pak je T (α, un, . . . , u0) algebraické
nad T (un, . . . , u0), což je algebraické nad T (bo je to podtěleso U). Toto jsou už ale určitě konečná
rozš́ı̌reńı, takže z baby verze je T (α, un, . . . , u0) algebraické rozš́ı̌reńı T , takže α je algebraické nad
T .



4. Bud’ U ⊃ T rozš́ı̌reńı těles a α ∈ U kořen nějakého separabilńıho f ∈ T [x]. Potom už je α
separabilńı nad T .

Řešeńı. mα,T | f . Nyńı kdyby mα,T měl v T násobný kořen, měl by ho dělitelnost́ı i f , spor.

5. Rozš́ı̌reńı těles konečného stupně je nutně algebraické.

Řešeńı. Bud’ [U : T ] < ∞. Pak ale pro každé a ∈ U máme T (a) ⊂ U , takže

[T (a) : T ] ≤ [U : T ] < ∞,

což znamená, že a je algebraické nad T .

6. Mějme rozš́ı̌reńı těles V ⊃ U ⊃ T . Pak [V : T ] = [V : U ] · [U : T ].

Řešeńı. Bud’ n := [U : T ], m := [V : U ]. Dále zvolme {ui}ni=1 bázi U jako vektorového prostoru
nad T a {vj}mj=1 bázi V jako vektorového prostoru nad U . Tvrd́ım, že {uivj} i=1,...,n

j=1,...,m
je báze V jako

vektorového prostoru nad T . Že je generuj́ıćı: libovolné v ∈ V nejdř́ıv vyjádř́ıme jako

v =
m∑
j=1

αj · vj,

kde αj jsou koeficienty nálež́ıćı U . Každý z nich proto můžeme vyjádřit jako

αj =
n∑

i=1

βi,jui,

takže následně máme

v =
n∑

i=1

m∑
j=1

βi,j · uivj.

Že je nezávislá: necht’ je

0 =
n∑

i=1

m∑
j=1

βi,j · uivj

a ukažme, že všechna βi,j muśı být nulová. V sumě můžeme posb́ırat αj :=
∑n

i=1 βi,jui ∈ U , pak
máme 0 =

∑m
j=1 αjvj, což z lineárńı nezávislosti báze {vj} znač́ı α1 = · · · = αm = 0. Obdobně

pro každé j = 1, . . . ,m znač́ı 0 =
∑n

i=1 βi,jui d́ıky lineárńı nezávislosti {ui}, že všechna βi,j jsou
nulová.

7. Bud’ T ⊂ U algebraické rozš́ı̌reńı těles a U ⊂ K (ne nutně algebraické). Pak K je algebraický
uzávěr U , právě když K je algebraický uzávěr T .

Řešeńı. Být algebraickým uzávěrem tělesa znamená být jeho algebraickým rozš́ı̌reńım a zároveň
být algebraicky uzavřené. Algebraická uzavřenost je jen vlastnost tělesa K, která nezáviśı na tom,
nad kterým menš́ım tělesem se na něj d́ıváme. V d̊usledku 3. je dále K ⊃ T algebraické, právě
když je K ⊃ U algebraické.

8. Bud’ φ : K → R homomorfismus okruh̊u. Připomeň si, že když K je těleso, muśı φ být prosté.

Řešeńı. Kerφ je ideál v K, jenže tělesa maj́ı jen dva ideály (nulový ideál a celé těleso). Přitom
z definice okruhového homomorfismu je φ(1K) = 1R, takže 1 /∈ Kerφ, tedy Kerφ = 0.

9. Pro těleso T a polynom f(x) urči všechna možná kořenová nadtělesa pro f nad T , rozkladové
nadtěleso pro f nad T , stupně rozš́ı̌reńı všech těchto těles a (př́ıpadně) také jejich Galoisovy grupy
nad T :

a) f(x) = x2 + 1, T = Q, *c) f(x) = x2 + 1, T = Z7,

b) f(x) = x4 − 1, T = Q, **d) f(x) = xn − 1, T = Q, n ∈ N.



Řešeńı.

a) kořenové = rozkladové = Q(i), [Q(i) : Q] = 2, Gal(Q(i)/Q) = {id, (z 7→ z)} ≃ Z2.
b) Kořenové může být Q(1) = Q(−1) = Q (stupeň rozš́ı̌reńı 1, Galoisova grupa triviálńı), nebo

Q(i) = Q(−i), což už jsme viděli. Rozkladové je Q(i).
c) Kořenové i rozkladové je Z7(i). Co to znamená? Prostě k Z7, kde polynom x2+1 neměl kořen,

přidáme prvek i, kterému přisoud́ıme vlastnost i2 = −1. Výsledkem je těleso se 72 = 49
prvky. Stupeň rozš́ı̌reńı je 2, Galoisova grupa dvouprvkové (identita a

”
komplexńı sdružeńı“

a+ bi 7→ a− bi pro a, b ∈ Z7).

d) Označme ζn := e
2πi
n . Pak jsou kořenovými nadtělesy všechna Q(ζjn). To je vše obsaženo

v Q(ζn), což je tedy rozkladové nadtěleso. (Pro j soudělná s n bude Q(ζjn)) r̊uzné od Q(ζn),
takže pro

”
hodně složená“ n můžeme dostat spoustu vzájemně neizomorfńıch kořenových

rozš́ı̌reńı.
Určit stupně ve vš́ı obecnosti je těžké: plat́ı (těžká) věta ř́ıkaj́ıćı, že minimálńı polynom
ζn (tzv. n-tý cyklotomický polynom) má stupeň φ(n), z čehož plyne [Q(ζn) : Q] = φ(n).
Dokonce potom plat́ı Gal(Q(ζn)/Q) ≃ (Z/nZ)×.

10. Bud’te S ⊃ T tělesa, S algebraicky uzavřené a U = {α ∈ S | α algebraické nad T}. Pak je U
algebraický uzávěr T . (tvrzeńı 2.7 ze skript)

Řešeńı. Důkaz je ve skriptech. . .

11. Bud’te T , U tělesa charakteristiky 0. Pak Q ⊂ T, U a každý homomorfismus φ : T → U je
Q-homomorfismem. (V charakteristice p má stejnou vlastnost těleso Zp.)

Řešeńı. Z definice homomorfismu muśı být φ(1) = 1. Pak dostaneme snadno taky φ(2) = φ(1+
1) = φ(1) + φ(1) = 1 + 1 = 2, takto indukćı źıskáme φ(n) = n pro všechna přirozená n. Posléze
v́ıme 0 = φ(0) = φ(n + (−n)) = φ(n) + φ(−n) = n + φ(−n), takže nutně φ(−n) = −n. Tud́ıž
máme φ(n) = n pro každé celé č́ıslo n. Pak pro p

q
∈ Q podobně źıskáme

p = φ(p) = φ

(
q · p

q

)
= φ(q) · φ

(
p

q

)
= q · φ

(
p

q

)
,

takže φ
(

p
q

)
= p

q
. Tedy skutečně φ fixuje všechna racionálńı č́ısla.

12. Prvek α je algebraický nad tělesem T , právě když T (α) = T [α].

Řešeńı. Bud’ β ∈ T [α] nenulové. Pak má minimálńı polynommβ,T nenulový absolutńı člen (jinak
by x | mβ,T ), takže

mβ,T (x) =
n∑

i=0

bix
i,

kde b0 ̸= 0. Potom ale můžeme upravit 1
β
= −

∑n
i=1 biβ

i−1. Podobně naopak z vyjádřeńı inverzu
źıskáme zpátky minimálńı polynom.

13. * Žádné konečné těleso neńı algebraicky uzavřené.

Řešeńı. Mějme konečně těleso F a necht’ n := |F |. Jeho multiplikativńı grupa je (n−1)-prvková,
z Lagrangeovy věty tak an−1 = 1 pro a ∈ F \ {0}. Z toho už domysĺıme, že an = a pro každé
a ∈ F . Takže polynom xn−x má za kořen každý prvek F , což ale znamená, že polynom xn−x+1
nemá v F žádné kořeny – F tak nemůže být algebraicky uzavřené.

14. * Bud’ p prvoč́ıslo, T = Zp(y) a U = T ( p
√
y). Urči [U : T ], [U : T ]s a Gal(U/T ).

Řešeńı. p
√
y je kořenem xp − y, což je ireducibilńı použit́ım Eisensteinova kritéria nad OHI Zp[y]

(s výpomoćı Gaussova lemmatu se źıská i ireducibilita nad Zp(y)), takže už se jedná o minimálńı
polynom. Rovnou tedy máme [U : T ] = p. Přitom ale xp − y = (x− p

√
y)p (v charakteristice p je



umocňováńı na p homomorfismus), takže tento minimálńı polynom má je jeden unikátńı kořen.
Jakýkoliv T -homomorfismus U → T tedy muśı p

√
y poslat znovu na p

√
y, což znač́ı, že jediným

takovým T -homomorfismem je identita. Tedy [U : T ]s = 1. Vzhledem k [U : T ]s ≥ #Gal(U/T )
pak muśı Galoisova grupa být triviálńı.

15. * Algebraický uzávěr nekonečného tělesa T má stejnou mohutnost jako T .


