Uvod do komutativni algebry: cviceni 3
16. listopadu 2023

1. Bud « algebraicky prvek nad télesem T'. Pak [T'(«) : T| = degmq 7.

Reseni. Bud n := deg Mo, . Tvrdim, ze 1,a,...,a"" " je baze T(«) jako vektorového prostoru
nad 7. Ze je to generujici mnozina: sta¢i nagenerovat libovolnou mocninu o*. Pro k < n — 1
to umime trividlné. Minimdlni polynom tikd, Zze o™ + (n&jakd linedrni kombinace 1,...,a" 1) =
0, takZe o™ = né&jaka linearni kombinace 1,...,a" !, takie kazdou vy$sf mocninu a dovedeme
prepsat na linearni kombinaci mensich — dostatecnym opakovani ziskame linearni kombinace
1,...,a" ' Ze je to linedrné nezvisld mnozina: T-linedrni kombinace 1,...,a" ! je jen hod-
nota néjakého polynomu stupné < n — 1 v a. Pokud je to netrividlni kombinace (ne samé nuly),
pak je to nenulovy polynom, takze z minimality m, r nemuze mit « jako kofen.

2. Pro téleso T a polynom f(z) ur¢i vSechna mozné kofenova nadtélesa pro f nad T', rozkladové
nadtéleso pro f nad T', stupné rozsiteni vSech téchto téles a také jejich Galoisovy grupy nad 7"

a) flx)=224+3, T=R, D) fla)=2>-1,T=Q, *¢) flx)=2>-2,T=Q.

Resent.

a) Kofeny 22+ 3 jsou +v/—3. Mdme R(v/—3) = R(—/=3) = C, takze C je koienové nadtéleso
a rovnou i rozkladové nadtéleso. 22 4 3 je kvadraticky a nemd v R kofen, takze je ireducibilni.
C D R pak jako kofenové nadtéleso kvadratického ireducibilniho polynomu ma stupen 2.
Gal(C/R) je dvouprvkovéa: jednim automorfismem je identita, druhym komplexni sdruzeni
z — Z. Ze se jednd o automorfismy: u id je to trivialni, u komplexniho sdruzeni vime napi. z al-
gebry, ze respektuje séitani i ndsobeni, redlna cisla fixuje a navic je to bijekce, tedy skutecné
je to R-automorfismus télesa C. Ze dalsi automorfismy neexistuji: vime, ze v rozsifen{ stupné
2 se musi Galoisova grupa injektivné vnorovat do Sy. To je ale dvouprvkova grupa, takze vic
nez dva prvky v Gal(C/R) mit nemuzeme.

b) f ma koreny +1, coz jsou oba prvky Q. Kofenovym i rozkladovym nadtélesem je tak pouze
Q samo, stupen rozsiteni je 1 a Galoisova grupa je trivialni.

c) Tato ¢ast uz je tézsi a snize se bude fesit s pokrocilejsimi néstroji z prednasky. Tedy bez
ditkazu: rozkladové nadtélesa jsou tii — Q(¥/2), Qe ¥/2), Q(e 3" v/2). Kazdé je stupné 3

(kofenova rozsiteni ireducibilntho polynomu stupné 3), ale Galoisovy grupy maji trividlni.

Rozkladové nadtéleso je Q(e%, \3/5) a ma stupen Sest. Jeho Galoisova grupa je Sestiprvkova a
izomorfni ;95 Lze ji nagenerovat dvéma prvky, z nichz jeden fixuje ¥/2 a komplexné sdruzuje
27 —27e . 27i . 27i
es nae s, zatimco druhy fixuje e a rotuje v/2 na e v/2.
3. Méjme télesa T' C U C V. Je-li V algebraické nad U a U algebraické nad T, pak je také V'
algebraické nad T

Reseni.  Nejprve baby verze, kdyz se zdroven jednd o kone¢nd rozsiteni (koneéné rozsireni je
nutné algebraické — viz ) Pak prosté muzeme rici, ze

V:T)=[V:U]-[U:T]

je konecné, tedy V' O T je algebraické.

Nyni dospéla verze s potencialné nekoneénymi rozsitenimi. Berme o € V' a ukazme, zZe je alge-
braické nad T'. Vime, zZe je algebraické nad U, takze je korenem néjakého

f=una"+ -+ wa +ug € Ulal.

Zjevneé je potom tedy « také algebraické nad T'(uy, ..., u1, ug). Pak je T'(c, uy, ..., ug) algebraické
nad T'(uy, ..., up), coz je algebraické nad T' (bo je to podtéleso U). Toto jsou uz ale ur¢ité konecné
rozsiteni, takze z baby verze je T'(«, uy, . . . , ug) algebraické rozsiteni T, takze « je algebraické nad
T.



4. Bud U D T rozsifeni téles a o € U koien néjakého separabilntho f € T[z]. Potom uz je «
separabilni nad 7.

Resent. Mo | f- Nyni kdyby mq r mél v T nésobny kofen, mél by ho délitelnosti i f, spor.
5. Rozsiteni téles konecného stupné je nutné algebraické.
Reseni. Bud [U :T] < oco. Pak ale pro kazdé a € U mame T'(a) C U, takze
T(a): T) < [U: 7] < o0,
coz znamena, ze a je algebraické nad T'.
6. Me¢jme rozsifeni téles V DU DT. Pak [V : T] = [V : U] - [U : T].
Reseni. Bud n:=[U:T], m:= [V : U]. Déle zvolme {u;}}_, bézi U jako vektorového prostoru

nad T" a {v; };7121 bézi V' jako vektorového prostoru nad U. Tvrdim, ze {u;v;}i=1,..n je bdze V jako
7j=1,...m

vektorového prostoru nad 7. Ze je generujici: libovolné v € V' nejdifv vyjadiime jako

m
v = E Oéj'Uj,
j=1

kde «; jsou koeficienty nalezici U. Kazdy z nich proto muzeme vyjadiit jako
takze nasledné mame
Ze je nezavisla: necht je

- - . 1 ‘ o« o\ / L n
a ukazme, ze vSechna (;; musi byt nulovd. V sumé muzeme posbirat o; := >_" | 5, ju; € U, pak

méme 0 = > | a;vj, coz z linedrni nezavislosti bdze {v;} znaci ay = --- = a,, = 0. Obdobné
pro kazdé j =1,...,m znaci 0 = Y | 5 ;u; diky linedrn{ nezdvislosti {u,}, ze vSechna f; ; jsou
nulova.

7. Bud T C U algebraické rozsiteni téles a U C K (ne nutné algebraické). Pak K je algebraicky
uzaver U, prave kdyz K je algebraicky uzaver 7'

Reseni. Byt algebraickym uzdvérem télesa znamend byt jeho algebraickym rozsifenim a zaroven
byt algebraicky uzaviené. Algebraickd uzavienost je jen vlastnost télesa K, kterd nezavisi na tom,
nad kterym mensim télesem se na néj divame. V dusledku [3] je ddle K O T algebraické, prave
kdyz je K D U algebraické.

8. Bud ¢ : K — R homomorfismus okruhu. Pripomen si, ze kdyz K je téleso, musi ¢ byt prosté.

Reseni. Ker g je idedl v K, jenze télesa maji jen dva idealy (nulovy idedl a celé téleso). Pfitom
z definice okruhového homomorfismu je p(1x) = 1, takze 1 ¢ Ker ¢, tedy Ker p = 0.

9. Pro téleso T a polynom f(z) ur¢i vsechna moznd kotfenovd nadtélesa pro f nad T, rozkladové
nadtéleso pro f nad T', stupné rozsiteni viech téchto téles a (pripadné) také jejich Galoisovy grupy
nad 7"

a) f(x)=2*+1, T =Q, *e) f(x) =2+ 1, T = Zs,
b) f(z) =2 -1, T =Q, d) f(z)=2"-1, T=Q, neN.



10.

11.

12.

13.

14.

Resent.

a) kotrenové = rozkladové = Q(i), [Q(7) : Q] = 2, Gal(Q(:)/Q) = {id, (z — 2)} ~ Zo.

b) Kofenové muze byt Q(1) = Q(—1) = Q (stupen rozsiteni 1, Galoisova grupa trivialni), nebo
Q(i) = Q(—1), coz uz jsme vidéli. Rozkladové je Q(7).

c¢) Kofenové i rozkladové je Zz (7). Co to znamend? Prosté k Zz, kde polynom 2%+ 1 nemél koten,
pfiddme prvek i, kterému prisoudime vlastnost i?> = —1. Vysledkem je téleso se 72 = 49
prvky. Stupen rozsiteni je 2, Galoisova grupa dvouprvkové (identita a ,komplexni sdruzeni*
a+ bi — a—bi pro a,b € Zz).

d) Ozna¢me ¢, := e’ Pak jsou kofenovymi nadtélesy vSechna Q(¢7). To je vSe obsazeno
v Q(¢), coz je tedy rozkladové nadtéleso. (Pro j soudélné s n bude Q(¢7)) ruzné od Q(¢,),
takze pro ,hodné slozend“ n muzeme dostat spoustu vzajemné neizomorfnich kotenovych
rozsiteni.

Urcit stupné ve vsi obecnosti je tézké: plati (tézkd) véta tikajici, Ze minimélni polynom
(o (tzv. n-ty cyklotomicky polynom) ma stupen ¢(n), z ¢ehoz plyne [Q((,) : Q] = ¢(n).
Dokonce potom plati Gal(Q(¢,)/Q) ~ (Z/nZ)*.

Budte S D T télesa, S algebraicky uzaviené a U = {a € S| « algebraické nad T'}. Pak je U
algebraicky uzaver T. (tvrzeni 2.7 ze skript)

Reseni. Diikaz je ve skriptech. ..

Budte T, U télesa charakteristiky 0. Pak Q C T,U a kazdy homomorfismus ¢ : T — U je
Q-homomorfismem. (V charakteristice p mé stejnou vlastnost téleso Z,.)

Resend. 7 definice homomorfismu musi byt ¢(1) = 1. Pak dostaneme snadno taky ¢(2) = ¢(1 +
1) = (1) +¢(1) =1+ 1 = 2, takto indukei ziskame p(n) = n pro vSechna pfirozena n. Posléze
vime 0 = ¢(0) = p(n + (—n)) = p(n) + ¢(—n) = n + p(—n), takze nutné p(—n) = —n. Tudiz
méame ¢(n) = n pro kazdé celé ¢islo n. Pak pro § € Q podobné ziskdme

pzw(p)zw(q']g)zw(q)w(g):qw(g),

takze ¢ <§> = g. Tedy skutecné ¢ fixuje vSechna racionalni ¢isla.
Prvek « je algebraicky nad télesem T, prave kdyz T'(«) = T[a].

Reseni. Bud j € T[a] nenulové. Pak mé miniméln{ polynom mg r nenulovy absolutni ¢len (jinak
by z | mgr), takze

mpr(r) = Zbiaji,
i=0
kde by # 0. Potom ale muizeme upravit % = —> " b3 Podobné naopak z vyjddreni inverzu
ziskame zpatky minimélni polynom.
* 74dné konecné téleso neni algebraicky uzaviené.
Reseni. Méjme konecné téleso F' a necht n := |F|. Jeho multiplikativni grupa je (n—1)-prvkova,
z Lagrangeovy véty tak a® ! = 1 pro a € F \ {0}. Z toho uz domyslime, 7e a™ = a pro kazdé

a € F. Takze polynom 2" —x ma za koten kazdy prvek F', coz ale znamena, ze polynom x"™ —x + 1
nemd v F' zadné kofeny — F tak nemuze byt algebraicky uzaviené.

* Bud p prvocislo, T' = Z,(y) a U = T(y/y). Urci [U : T, [U : T], a Gal(U/T).

Resent. ¢y je kofenem P —y, coz je ireducibilni pouzitim Eisensteinova kritéria nad OHI Z,[y]
(s vypomoci Gaussova lemmatu se ziska i ireducibilita nad Z,(y)), takze uz se jedna o minimaln{
polynom. Rovnou tedy mame [U : T] = p. Pfitom ale ¥ —y = (2 — ¢/y)? (v charakteristice p je



umocnovani na p homomorfismus), takze tento minimélni polynom mé je jeden unikéatni kofen.
Jakykoliv T-homomorfismus U — T tedy musi ¢y poslat znovu na ¢y, coz znaci, ze jedinym
takovym T-homomorfismem je identita. Tedy [U : T|s = 1. Vzhledem k [U : T, > # Gal(U/T)
pak musi Galoisova grupa byt trivialni.

15. * Algebraicky uzavér nekoneéného télesa T' mé stejnou mohutnost jako 7.



