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Uvod do komutativni algebry: cviceni 7
web cviceni: gimli.ms.mff.cuni.cz/~matej/komalg23
11. ledna 2024

Algebraické teorie ¢isel

Ukazeme si:

. Najdi vSechny jednotky v (9 vp) bro D = —2,-3,-T7.

* Pokud uz jsi nékdy videél(a ) Pellovu rovnici, zkus i D = 2,5.

. Ireducibilni prvky pro K = Q(/—14):

a) Pokud ma prvek a € Ok normu p, coz je prvocislo v Z, pak je a ireducibilni v Ok.
) Najdi néjaky ireducibilni prvek v Z[v/—14] s prvociselnou normou.
c) Dokaz, ze 3 a 1+ +/—14 jsou ireducibilni.
) Dokaz, ze 3-3-3-3 = (5+2y/—14)(5 — 24/—14) jsou dva ruzné ireducibilni rozklady.

Hlavni idedly pro K = Q(v/—14):
a) Dokaz, ze (174 2v/—14,20 + v/—14) = (3 — /—14) je hlavni idedl v Z[/—14].
b) (2,4v/—14) neni hlavni idedl v Z[/—14].
c) Dokaz, ze (24 +/—14,7+2y/—14) = (3,1 —+/—14) a ze jde o vlastni idedl, ktery neni hlavni.

Nésobeni idedlt pro K = Q(+/—14):
a) (54 v—14,2 + v—14)(4 + V/—14,2 — V—14) = (6, 3v/—14).
b) Bud I = (3 1+ +/—14). Pak II' = (3), I neni hlavni a I # I'.
¢) Bud J = (5,1 + +/—14). Pak (15) = IJI'J’. Vyuzij toho k nalezeni dvou ruznych ireduci-
bilnich rozkladu 15.
d) * I, J jsou prvoidedly.

. Bud G podgrupa aditivni grupy Z", kde n € N. Dokaz, 7ze G ~ Z™ pro né&jaké m, 0 < m < n.

Jako dusledek nahlédni, ze libovolny idedl v Ok lze zapsat nanejvys dvéma generatory.
Dalsi piiklady (fes klidné na pieskacku): Ulohy s * jsou tézsi.

Bud K = Q(vD) a w = VD, resp. ‘FproD_QS resp. 1 (mod 4). Prom € Z a a =
a+bw € Ok dokaz, ze m | a v O, pravé kdyz m | a,b v Z. Nahlédni, ze pro D = 1 (mod 4)
nemusi totéz platit pro m | a + bWD,a,beZ.

Vytes diofantické rovnice 22 +1 =95 2?2 + 3 =% a 22 + 4 = 3.

Dokaz, ze Oy p) = Z[\/D], resp. Z[%ﬁ] pro D = 2,3, resp. 1 (mod 4).

. Bud K = Q(v/D). Je-li P < Ok nenulovy prvoidedl a a € Ok, potom o™ = o (mod P).

Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Je-li u € T celistvé nad R, pak u € R.

* Je ddno prvocislo p > 5 a prirozené k takové, ze p | k* + 5. DokaZ, Ze existuji pfirozend m, n
splnujici p> = m? + 5n?. Predpoklddej, ze vis, ze ttidova grupa Z[v/—5] je dvouprvkova.

% Zkus si rozmyslet, ze kdyz D =1 (mod 4), pak Z[v/D] nikdy nemuze byt gaussovsky obor.

Hinty:

. Divej se, kdy ma minimalni polynom celociselné koeficienty.
10.
11.

Véta o racionalnim kofeni.
Najdi (prvo)idedl s normou p. Co potom ti¥idovéd grupa iikd o jeho druhé mocniné?

Cviéenl' poukazuje na néco, co Z[v/ D] nema.
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