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Uvod do komutativni algebry: cviceni 4
web cviceni: gimli.ms.mff.cuni.cz/~matej/komalg23
23. listopadu 2023

Rozsiteni separabilni, normélni, jednoduché a Galoisova

Ukazeme si:

. Bud U D T rozsifen{ kone¢ného stupné. Dokaz, ze je Galoisovo, prave kdyz [U : T = # Gal(U/T).

. (zachovdvani a sklddani vyznacénych vlastnosti) Budte V' O U D T rozsiteni téles. Vis-li, ze

rozsiteni V' O T mé vlastnost X, rozhodni, zda nutné musi i VO U ¢ U D T mit vlastnost X.
Vis-li, ze obé V DO U, U D T maji vlastnost X, rozhodni, zda ji nutné musi mit i VO T'.

a) X = kone¢ného stupné,
b) X = algebraické,

¢) X = separabilni,

d) X = normélni,

e) X = Galoisovo.

. Rozhodni o néasledujicich rozsitenich, které z vyznacnych vlastnosti z ulohy [2| maji a které ne:

a) COR, b) Q(v2) 2 Q, *c) Zp(x) O Zy, *1) QD Q.

Dalsi piiklady (fes klidné na pieskacku): Ulohy s * jsou t&zsi.

. Bud V > T Galoisovo rozsftenf a V > U D T. Dokaz, ze [U : T] = £52W/1)

= ¥Gal(V/U)

. Bud f € T[z] polynom s rozkladem na navzajem neasociované ireducibilni polynomy f = f - - - f.

Uvazujme Galoisovu grupu rozkladového nadtélesa f nad T jako grupu permutaci na mnoziné
korenu f. Nahlédni, ze kazda z téchto permutaci musi mit alespon k cyklu.

(opakovan{ z predndsky) Bud U téleso, G < Aut(U) podgrupa a T C U podtéleso. Potom plati
Gal(U/ Fix(U,G)) D G a Fix(U,Gal(U/T)) D T.

Budiz U D T separabilni rozsiteni konecného stupné. Nahlédni, ze existuje téleso V' takové, ze
UcCV,[V:T|<([U:T))! arozsiteni V O T je Galoisovo.

Podle lemmatu 2.25, je-li U D T algebraické rozsiteni, pak uz musi kazdy 7T-homomorfismus
¢ : U — U byt dokonce T-automorfismus. Rozmysli si, ze algebrai¢nost je nutnd — pro 1" = 7Z,,
U = T(x) (téleso raciondlnich funkci) najdi 7T-homomorfismus ¢ : U — U, ktery neni
T-automorfismus.

Bud T téleso s charT # 2 a a,b € T prvky s v/a, Vb, Vab ¢ T. Pak [T(\/a, V) : T| = 4.
* Muzes zkusit dokdzat Gal(T'(v/a, vb)/T) =~ Zy x Zs.

Rozsiteni U D T je normalni, pravé kdyz existuje mnozina M C T'[x] takovd, ze U je rozkladové
nadtéleso mnoziny M nad T

* (existence separabilnfho uzavéru) Bud U D T rozsifeni téles. Viechny prvky a € U, jez jsou
separabilni nad 7', tvori podtéleso U.

* Bud p prvocislo, U = Zy(x,y), T = Z,(2*, y*). Dokaz, ze rozsiteni U D T neni jednoduché.

Hinty:

Staéi zkombinovat [2}d) a[t}.

M34s jednoduché rozsiteni, rozloz minimélni polynom.

Uvédom si, ze libovolné dva separabilni prvky nageneruji separabilni rozsifeni.

Pokud U = T'(r), nahlédni r? € T' a vyvod spor pomoci stupil.
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