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Uvod do komutativni algebry: cviceni 3
web cviceni: gimli.ms.mff.cuni.cz/~matej/komalg23
16. listopadu 2023

Korenova a rozkladova nadtélesa, algebraicky uzavér, Galoisova grupa, separabilita

Ukazeme si:

. Bud « algebraicky prvek nad télesem T. Pak [T'(«) : T] = degmq.r.

. Pro téleso T a polynom f(z) urci vsechna mozné kotenova nadtélesa pro f nad T, rozkladové

nadtéleso pro f nad 7', stupné rozsiteni vsech téchto téles a také jejich Galoisovy grupy nad 7"

a) f(z)=2>+3, T=R, D) flz)=2>-1,T=Q, *¢) fz)=2*-2,T=Q.

Me¢jme télesa T C U C V. Je-li V algebraické nad U a U algebraické nad T', pak je také V'
algebraické nad T'.

Bud U D T rozsifeni téles a o € U koten néjakého separabilntho f € T[z]. Potom uz je «
separabilni nad 7.

Dalsi piiklady (fes klidné na pieskacku): Ulohy s * jsou tézi.

. Rozsiteni téles koneéného stupné je nutné algebraické.

Meéjme rozsiteni téles V D U D T. Pak [V : T| = [V : U] - [U : T].

Bud T C U algebraické rozsiien{ téles a U C K (ne nutné algebraické). Pak K je algebraicky
uzaver U, prave kdyz K je algebraicky uzaveér 7'

. Bud ¢ : K — R homomorfismus okruhu. Pfipomen si, ze kdyz K je téleso, musi ¢ byt prosté.

Pro téleso T a polynom f(z) uréi vSechna moznéd korenova nadtélesa pro f nad T, rozkladové
nadtéleso pro f nad T', stupné rozsiten{ viech téchto téles a (pripadné) také jejich Galoisovy grupy
nad 7"

a)f(x):x2+1,T:Q, *C)f<I>:JI2+1,T:Z7,

b) f(z)=2*—1, T =Q, d) f(z) =a2" -1, T=Q, neN.
Budte S D T télesa, S algebraicky uzaviené a U = {a € S| a algebraické nad T'}. Pak je U
algebraicky uzaver T. (tvrzeni 2.7 ze skript)

Budte T, U télesa charakteristiky 0. Pak Q C T,U a kazdy homomorfismus ¢ : T — U je
Q-homomorfismem. (V charakteristice p mé stejnou vlastnost téleso Z,,.)

Prvek « je algebraicky nad télesem T, prave kdyz T'(«) = T[a].

* Z4dné konecné téleso neni algebraicky uzaviené.

* Bud p prvocislo, T' = Z,(y) a U = T(y/y). Urci [U : T, [U : T], a Gal(U/T).
* Algebraicky uzavér nekonecného télesa T' mé stejnou mohutnost jako 7.

Hinty:

mar | [

Homomorfismus mus{ nechdvat na misté celé podtéleso generované jednickou (tzv. prvotéleso).
Z minimdlniho polynomu vyrobis inverz (a naopak).

Zacni s polynomem, jehoz kofeny jsou vSechny prvky.

P —y € Zy[y][z] je ireducibilni z Eisensteina, ale mé jen jeden p-ndsobny koren.

Rozmysli si, ze #T[x] = #T, takze kdyz (v jednom kroku) pfiddme kofeny vSech polynomu, mohutnost se zachova.
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