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Uvod do komutativni algebry: cviceni 1
web cviceni: gimli.ms.mff.cuni.cz/~matej/komalg23
12. tijna 2023
idealy, idedlové operace, prvoidedly, maximalni idedly

Ukazeme si:

. Dokaz, ze sjednoceni fetézce (libovolné mnoha) idedla I; C Io C I3 C - -- je idedl.

. Proidedly I, J definujme I + J:={a+b|a € I,b € J}. Dokaz, ze I + J je nejmensi idedl v R,

ktery obsahuje I a J.

Bud R okruh a M idedl v R. Dokaz:
a) M je maximalni, pravé kdyz pro vsechna a € R\ M plati R = M + aR.
b) Pokud M je maximdlni a a € R\ M, pak existuji m € M a r € R takova, ze 1 = m + ar.

Meéjme idedly I, J, K okruhu R. Dokaz, ze IJ C INJ a I(J+ K) = IJ+ I K. Najdi piiklad, kdy
I1J#1INJ.

. Uréi: Qlzl/(z +2), Qlal/(2* = 2), Qlz]/(a? —1), Rlz]/(2*—2), Zlx]/(2* -2).

Dalsi priklady (fes klidné na pieskacku):

. Dokaz, ze operace na faktorokruhu jsou definované korektné a ze jde o okruh (a dokaz ostatni véci

z prednasky, které jsme nechali jako cviceni).

Dokaz 3. vétu o izomorfismu: Je-li R okruh, I < R ideal a .S C R podokruh, pak je S+ I podokruh
v Raplati (S+1)/1~ S/(SF‘II)-
Uvazujme okruh Z a uvazujme v ném idedly I = (168) a J = (288).

a) Jak vypadaji vSechny maximalni idedly a prvoidedly v Z?
b) Uréi I +J,IJ, INJ, I*+J.
c¢) Najdi vsechny prvoidedly, které obsahuji ideal I, J, I.J, I N J, resp. J>.

Bud R obor hlavnich idedli a a,b € R.

a) Usci (a)(b), (a) + (8), (a) N (b).

b) Jak vypadaji vSechny maximdlni ideély a prvoidedly v R?

¢) Dokaz, ze faktor R podle nenulového prvoidedlu je téleso.
Pro podmnoziny A, B okruhu R definujme A® B :={ab | a € A,b € B} (pozor, toto neodpovida
nasobeni idedli). Bud I idedl v R. Dokaz, Ze (a + I) ® (b+ I) C ab + I. Plati opa¢nd inkluze?
Uvazujme obor hlavnich idedla Q[z] a idedly I = (2° + 2% + 22+ 2) a J = (2% — 22% + 2z — 4).

a) Urci I+ J, IJ, INJ, I*+ J3.
b) Které faktory modulo hlavni idedl z bodu a) jsou obory?
c¢) Najdi vechny prvoidedly, které obsahuji idedl I, J, I.J, I N J, resp. J>.

Bud R noetherovsky okruh a I < R idedl. Dokaz, ze R/I je také noetherovsky.

Je dan okruh R, v némz pro kazdé x € R existuje celé cislo n > 2 tak, ze ™ = z. Dokaz, ze kazdy
prvoidedl v R je maximd&lni.

Hinty:

1. véta o izomorfismu + nekdy Cinské zbytkové.

. Projekce m: R — R/I a jeji zizeni na ¢: S — R/I. 1. véta o izomorfismu pro ¢.
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Neplati. Zvol R = Z a prvocislo v ab + I.
Idedly v R/I jsou piesné tvaru J/I pro J < R.

Najdi inverz ve faktorokruhu.
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