Negaussovsky obor se vSemi NSD

Aneb dovysvétleni piikladu z prednédsky, které jsem nestihl a které nyni do-dovysvétluji psanou formou. . .

Budiz
R:=2Q[z]+Z ={f € Q[z] | f(0) € Z}.

V tomto okruhu existuji nekonecné, v délitelnosti ostie klesajici fetézce, procez nemiize byt gaussovsky — napi. 28z | 251z
pro kazdé celé k, ale opa¢né délitelnost neplati, takze volbami k£ = 0,—1,—2,—3,... ziskdme nekonetny Tetézec ostie
klesajici v délitelnosti.

Pfresto vsak existuji nejvétsi spolecéni délitelé libovolnych dvou prvki. K tomu ndm postaéi ukédzat, ze soucet hlavnich
idedlu je opét hlavni. Pokud totiz (f) + (¢g) = (h), znamend to, ze h déli f i g, ale také jsme vyjadiili h = uf + vg
(u,v € R), takze kazdy spolecny délitel f a g rdzem déli i h — tim je naplnéna definice nejvétsiho spole¢ného délitele.

Uvazujme tedy libovolnd f,g € R a dokazme, ze (f) + (g) je hlavni. BUNO f, g nemayji (netrividlniho) spole¢ného
délitele v R: kdyz d | f,g a df 1, pak staci ukézat, 7e (5) + (2) je hlavni, jeho soucin s (d) totiz bude roven (f) + (g).

Toto BUNO dale zesilime: tvrdim, ze pak uz f, g nemaji netrividlniho spoleéného délitele ani ve vétsim okruhu Q[x].
Odted budu u konceptii jako délitelnost a generovan{ idedlit pomocf indexu rozlisovat, zda je myslim ve smyslu okruhu R
¢i ve smyslu okruhu Q[z]. Pro spor necht néjaky nekonstantni polynom d € Q[z] splije d |g[y] f,g. Necht je to polynom

d=dpx™ + -+ dix + dy.
Tvrdim, ze dg # 0. Kdyby totiz dy = 0, pouzili bychom. ..
Pozorovani. KdyZp € R spliuje p(0) = 0, pak pro libovolné z € Z\ {0} plati z |g p.

Diikaz. p vydélime celym &islem z. Obdrzime polynom z Q[z], ktery m4d absolutni ¢len 0, coz je celé &islo, takze je to
prvek R. O

Tedy do = 0 by implikovalo i f(0) = g(0) = 0, takze 2 |r f,g, ale piitom 2 {g 1, takze f, g by mély netrividlniho
spole¢ného délitele v R. Nasledné je tedy dy nenulové raciondlni ¢islo. Pak je polynom d := % prvkem Q[z] a spliiuje
d(0) = 1, takze d € R a pritom stale d lolz] f>g- Podil f/d je polynom s racionalnimi koeficienty (diky délitelnosti v Q[z])
a jeho absolutni ¢len je f£(0)/d(0) = £(0)/1 = f(0) € Z, takze d |r f. Analogicky d |r g, takze d je netrividlni spolecny
délitel f, g v R.

Nynf tak mdme f, g nesoudélné v okruhu Q[z]. To je OHI, takze uz mame (f)gp] + (9)qs] = (1)gl], takze existuji
néjakd a,b € Qzx], ze
af +bg=1.

a(0) a b(0) jsou raciondln{ ¢&fsla, zvolme tedy néjaky spoleény ndsobek jejich jmenovatelt m € Zs . To zajisti, ze ma, mb €
R, takze mame
m = (ma)f + (mb)g € (f)r + (9)r-

Tedy ve zkoumaném idedlu (f)g + (g) g mdme nenulové celé ¢islo. Podle pozorovani takové m v okruhu R deélf jakykoliv
polynom s nulovym absolutnim ¢lenem, takze ode¢tenim vhodného ndsobku m musi v (f)r + (g)r) lezet i absolutni ¢leny
fo:= £(0), go := g(0), coz jsou celd ¢isla.

Nyn{ uz muzeme v okruhu celych &isel vzit s := NSD(fy, go). Toto s déli (v R) f i g, protoze déli jejich absolutni ¢leny
a diky pozorovani pak i vSechny vyssi ¢leny. Jelikoz tedy predpokladdme, ze f, g nemaji netrividlni spole¢né délitele, nutné
s = 1. Tudiz jsou fy, go nesoudélna cela ¢isla, a protoze Z je OHI, muzeme opét najit U,V € Z takovd, ze U fo+ Vgo = 1.
Jelikoz Z C R, tato linedrni kombinace zachova nélezitost idealu nad R, takze konecné zjistujeme, ze 1 € (f)r + (9)r,
coz uz znamend (f)g + (9)r = (1)g, takze se jednd o hlavni ideél, jak jsme chtéli.



Alternativni dikaz
Namisto dokazovan{ silnéjs{ vlastnosti (ze soucet hlavnich idedlu je hlavni) Ize taky NSD vyrobit explicitné. Bude se hodit:
Pozorovani. f déli g v okruhu R, pravé kdyz f | g v Q[x] a navic md podil celodiselny absolutnd clen.

Nynf tedy uvazujme f,g € R, BUNO ne obé nulové, a najdéte NSD(f, g). Oznaéme n = max {deg f,deg g} a déle

n n
f:ka$k7 g:ngxk.
k=0

k=0

Poté jako j zvolme nejmensi index takovy, ze alespon jedno z f;, g; neni nulové. Déle necht je

d= Xn: dyz®
k=0

nejvetsi spoleény délitel f, g v okruhu Q[z]. Zjevné musi pro ¢ < j také platit d; = 0 a zdroven d; # 0. Vime také, ze
v Q[z] smime d piendsobit libovolnou nenulovou konstantou a stéle to bude nejvétsi spoleény délitel f, g. Tvrdim, ze
kdyz ho takto vhodné pfenasobime, stane se i nejvétsim spoleénym délitelem f, g v okruhu R.

Pro volbu tohoto vhodného pfenasobeni se podivejme na f;, g;. To jsou obecné néjaka raciondlni ¢isla, zvolme a
zafixujme tedy néjaky spolecny ndsobek m € Zsq jejich jmenovateld, takze bude mf;, mg; € Z. Jakozto dvé cela ¢isla,
kterd nejsou obé nulovd, maji v Z nejvétsiho spole¢ného délitele, ozna¢me ho ¢t := NSD(mf;, mg;). Pak tvrdim, ze vhodnou
volbou piendsobeni d je takové, kde nastane d; = % (toho 1ze prendsobenim docilit, protoze uz jsme védeéli, ze puvodni
d; je nenulové).

Dokazme tedy, ze takto zvolené d je nejvétsim spole¢nym délitelem f, g v R. Nejprve, ze je to spoleény délitel. Vime,
ze d | f,g v Q[z], podle pozorovani tedy staci vysetfit absolutni ¢leny podilu 5, 9. Vzhledem k d; =0 proi < jad; #0 je
absolutni ¢len 5 roven Zl% = mtf !
ddéli g v R.

Nyn{ naopak budiz h spoleény délitel f, g v R a dokazme, ze pak uz h | d. Opét z pozorovani musi platit h | f, g
v Q[z], kde je mdme d = NSD(f, g), takze nutné h | d v okruhu Q[z]. Zbyva tak dokdzat, ze % mé celociselny absolutni
¢len. Kdyby ndhodou

n
h=> " hy*
k=0

mélo pro ¢ < j néjaky koeficient h; # 0, nutné by to znamenalo, Ze % mé nulovy absolutni ¢len, takze bychom méli hotovo.

Jinak tedy h; = 0 pro vSechna i < j, pak uz z h | f,g (v Q[z]) nutné plyne h; # 0, takze absolutni ¢len % je presné
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J
(mf;) + (mg;) = (t) nad Z, to znaci, ze mame celd ¢isla a,b € Z takova, ze amf; + bmg; = t, takze pak lze vyjadrit

€ Z, protoze t = NSD(m f;, mg;), takze podle pozorovani d déli f v R. Zcela analogicky

%. Pritom absolutni ¢leny %, 2. coz jsou celd ¢&fsla, jsou Kdyz jsme méli t = NSD(mf;, mg;), z rovnosti idedla

dj ¢ :amfijbmgj:a.ﬁij.&eZ’
hj mhj mhj hj hj

¢imz je dokoncen dukaz, ze h | d v okruhu R, ¢ili d je NSD(f,g) v R.



