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24. ř́ıjna 2022

1. Bud’ R gaussovský obor a T jeho pod́ılové těleso. Pro každý ireducibilńı polynom f ∈ T [x] existuje
u ∈ T\{0} takové, že uf je ireducibilńı prvek R[x].

Řešeńı. Berme u :=
∏

p p
−cp(f). Tento součin dává smysl, protože jen konečně mnoho prvočinitel̊u

p může dát nenulový obsah polynomu, jelikož v každém jmenovateli každého koeficientu se účastńı
jen konečně mnoho prvočinitel̊u. Pak dostaneme cp(uf) = vp(u)+cp(f) = 0 pro každé p, takže uf ∈
R[x] je primitivńı. Jelikož je zároveň ireducibilńı v T [x], je podle Gaussova lemmatu ireducibilńı
v R[x].

2. Bud’ K těleso. Pak K[x, y] i K[x1, x2, . . . ] (nekonečně mnoho proměnných) jsou gaussovské, ale
K[x, y] neńı obor hlavńıch ideál̊u (ale je noetherovský) a K[x1, x2, . . . ] neńı noetherovský ani obor
hlavńıch ideál̊u.

Řešeńı. Z Gaussova lemmatu plat́ı
”
R gaussovský =⇒ R[x] gaussovský“. Vı́me, že K[x] je

OHI, takže gaussovský, takže i K[x, y] ≃ K[x][y] je gaussovský.

Podobně je gaussovský i každý K[x1, . . . , xn]. Toho využijeme pro K[x1, . . . ], každý jeho prvek f
použ́ıvá jen konečně mnoho proměnných, takže sám lež́ı v nějakémK[x1, . . . , xn]. To je gaussovské,
takže tu máme jednoznačný rozklad. Nav́ıc v́ıme, že nemůže fungovat žádný rozklad, který by
použil některou daľśı proměnnou – měli bychom v̊uči ńı už nutně kladný stupeň, kdežto f má
v̊uči xi, i > n nulový stupeň. Jednoznačný rozklad f v K[x1, . . . , xn] tak z̊ustává jednoznačný
v K[x1, . . . ].

K[x, y] neńı OHI, protože (x, y), tj. ideál generovaný prvky x a y, nemůže být hlavńı. Kdyby totiž
(x, y) = (f) pro nějaké f ∈ K[x, y], muselo by být f | x, takže degy(f) ≤ degy(x) = 0, tedy
f je konstantńı vzhledem k y. Zcela analogicky je ale f konstantńı v̊uči x. Je to tedy konstanta
f ∈ K, což je spor, protože v (x, y) žádné konstanty nelež́ı (každý člen obsahuje x nebo y v kladné
mocnině). T́ım sṕı̌se už ani K[x1, x1, . . . ] nemůže být OHI.

Noetherovskost: Hilbertova věta o bázi ř́ıká
”
R noetherovský =⇒ R[x] noetherovský“. Těleso K

je triviálně noetherovské (má jen dva ideály), tedy K[x] je noetherovský, tedy K[x, y] ≃ K[x][y]
je noetherovský. Naopak K[x1, x2, . . . ] neńı noetherovský, protože máme řetězec ideál̊u

(x1) ⊊ (x1, x2) ⊊ (x1, x2, x3) ⊊ · · · ⊊ (x1, . . . , xn) ⊊ · · ·

3. Použij d̊ukaz Č́ınské zbytkové věty (zejména krok, kdy 1 = a1 + a2) ke konstrukci explicitńıho
izomorfismu Z/(n) × Z/(m) ≃ Z/(mn) pro n = 16,m = 35. Jaké známé větě krok ze závorky
odpov́ıdá?

Řešeńı. Jeden směr izomorfismu Z/(mn) → Z/(n)× Z/(m) je triviálńı:

z + (mn) 7→ (z + (n), z + (m)) .

Abychom našli opačný izomorfismus (a + (n), b + (m)) 7→ ??? + (mn), potřebujeme z1 + (mn) ∈
Z/(mn) takové, že z1 7→ (1, 0), a obdobně nějaké z2 7→ (0, 1). K tomu se hod́ı Bézoutova věta,
protože když xn+ ym = 1, pak stač́ı vźıt z1 = ym a z2 = xn.

Spust́ıme tedy rozš́ı̌rený Eukleid̊uv algoritmus na n = 16 a m = 35:

35 1 0
16 0 1

2 3 1 −2
5 1 −5 11



Tud́ıž 11 · 16 + (−5) · 35 = 1. Vezmeme tedy z1 = (−5) · 35 = −175, z2 = 11 · 16 = 176, což dává
explicitńı izomorfismus

Z/(n)× Z/(m) → Z/(mn),

(a+ (n), b+ (n)) 7→ −175a+ 176b+ (mn).

(Bézoutovy koeficienty v̊ubec nejsou jednoznačné, takže ani tyto hodnoty použité v izomorfismu
nejsou jednoznačné.)

4. Popǐs všechny ideály v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou komaximálńı.

Řešeńı. Ideály v Z/(150) jsou tvaru I/(150), kde I jsou ideály (150) ⊂ I < Z. Protože Z je OHI,
jsou tato I přesně tvaru (d) pro d | 150 = 2·3·52. Dva takové I1/(150), I2/(150) jsou komaximálńı,
právě když jsou I1, I2 komaximálńı v Z, což nastává tehdy, když jsou jejich generátory (I1 = (d1),
I2 = (d2)) nesoudělné – tedy např. (2)/(150) a (3)/(150) nebo (6)/(150) a (25)/(150).

5. Bud’ R okruh. Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že každý vlastńı ideál je obsažený v nějakém
maximálńım ideálu.

Řešeńı. Bud’ dán ideál I ⪇ R. Uvažme

A := {ideál J | I ⊂ J ⪇ R}

uspořádané inkluźı. Zjevně I ∈ A, takže tato částečně uspořádaná množina je neprázdná. Kdykoliv
je B ⊂ A řetězec, položme J̃ :=

⋃
B. To je ideál (viz prvńı cvičeńı) a zjevně obsahuje I. Kdyby

nebyl vlastńı, pak by obsahoval 1, takže by 1 musela ležet už v nějakém J ∈ B, což nelze. Tedy
J ∈ A. T́ım jsou ověřeny podmı́nky Zornova lemmatu, tedy máme v A nějaké maximálńı M .

Tvrd́ıme, že je to maximálńı ideál. Kdyby nebyl, pak existuje nějaký ideál I ′, že M ⊊ I ′ ⊊ R.
Jenže potom by I ′ byl vlastńı a obsahoval I, takže I ′ ∈ A, což je spor s maximalitou M . Takže
M je skutečně maximálńı ideál obsahuj́ıćı I.

6. Bud’ (M,≤) částečně uspořádaná množina. Dokaž pomoćı Zornova lemmatu, že uspořádáńı ≤ jde
rozš́ı̌rit na lineárńı uspořádáńı, čili že existuje uspořádáńı ⪯ na M , které je lineárńı a splňuje:
x ≤ y ⇒ x ⪯ y pro všechna x, y ∈ M .

Řešeńı. Částečné uspořádáńı je relace, tj. nějaká podmnožina M×M , takže je samotné můžeme
uspořádávat inkluźı. Mějme tedy

A := {⪯ ⊃ ≤ | ⪯ je částečné uspořádáńı množiny M} .

Podobně jako v předchoźıch ukázkách ověř́ıme podmı́nky Zornova lemmatu; horńı závorou řetězce
je vždy jeho sjednoceńı. Pak máme v A nějaké maximálńı ⊴. Pro spor necht’ neńı lineárńı, tedy
necht’ je v něm nějaká neporovnatelná dvojice x, y, tedy ani (x, y), ani (y, x) neńı prvek ⊴. Pak
si můžeme vybrat, který z těchto prvk̊u má být větš́ı, a přidat tento vztah. Formálně řečeno,
vezmeme

⊴̃ := ⊴ ∪ {(a, b) | a, b ∈ M, a⊴ x, y ⊴ b}
a tvrd́ıme, že to je opět částečné uspořádáńı, což bude spor s maximalitou ⊴.

� Reflexivita: jasná, všechny dvojice (m,m) už v ⊴ byly.

� Antisymetrie: aby neplatila, muselo by už dř́ıve v ⊴ ležet nějaké (b, a). Pak aby ale d́ıky
y ⊴ b⊴ a⊴ x musely být y a x porovnatelné, což je spor.

� Tranzitivita: aby neplatila, muśıme mı́t nějaká k, ℓ,m ∈ M tak, že k ⊴̃ ℓ, ℓ ⊴̃ m, ale nikoliv
k ⊴̃ m. Pokud budeme použ́ıvat jen porovnáńı, která už byla v ⊴, nic se nezměnilo, takže
BÚNO uvažujme, že (k, ℓ) ∈ ⊴̃ je jedna z dvojic tvaru (a, b), co jsme přidali, tedy k ⊴ x
a y ⊴ ℓ. Odkud pocháźı dvojice (ℓ,m) ∈ ⊴̃? Pokud už bylo ℓ ⊴ m, pak máme jednoduše
y ⊴ ℓ⊴m, takže y ⊴m, takže i (k,m) bude jedna z dvojic, které jsme přidali do ⊴̃. Naopak
pokud by měla (ℓ,m) být jedna z dvojic, co jsme přidali, znamená to ℓ⊴ x a y ⊴m. Ale už
jsme měli i y ⊴ ℓ, takže dohromady y ⊴ ℓ⊴ x, což znamená, že x, y byly porovnatelné.



7. Uvědom si, že v uspořádané množině Amůže existovat i nespočetný řetězec B, na jehož indexováńı
nestač́ı přirozená č́ısla. Najdi pár př́ıklad̊u takové situace.

Řešeńı. Třeba reálná č́ısla s jakýmkoliv uspořádáńım, nebo potenčńı množina R uspořádaná
inkluźı, nebo cokoliv jinač́ıho. Nic chytřeǰśıho se tu neschovává, jen by si člověk neměl vytvořit
představu, že v Zornovi stač́ı vyřešit řetězce indexované přirozenými č́ısly.

8. At’ je R okruh a I1, . . . , In po dvou komaximálńı ideály v R. Uvědom si, že pak máme izomorfismus
multiplikativńıch grup (R/(I1 · · · In))× ≃ (R/I1)

× × · · · × (R/In)
×. Jako aplikaci tohoto faktu si

rozmysli, že pro lichá prvoč́ısla p ̸= q nemůže být grupa (Z/(pq))× cyklická.

Řešeńı. Okruhová struktura už v sobě obsahuje strukturu multiplikativńı grupy, takže jejich
izomorfismus je jen zeslabeńım ČZV. Následně řád (a, b) ∈ Z×

p × Z×
q je nejmenš́ım společným

násobkem řád̊u a a b. Kv̊uli gcd(p− 1, q − 1) ≥ 2 pak řád nemůže dosáhnout (p− 1)(q − 1).

9. Dokaž Zornovým lemmatem: ve vektorovém prostoru lze libovolnou lineárně nezávislou množinu
rozš́ı̌rit na bázi.

Řešeńı. Uvažuj lineárně nezávislé nadmnožiny dané množiny uspořádané inkluźı a použij Zor-
novo lemma. Maximálńı mezi nimi muśı být i generuj́ıćı, jinak by nebyla maximálńı.

10. Bud’ R gaussovský obor a T jeho pod́ılové těleso. Mějme nekonstantńı primitivńı polynom f ∈
R[x]. Pak f je ireducibilńı v T [x], právě když je ireducibilńı v R[x].

Řešeńı. Viz Tvrzeńı 1.16b ve skriptech.

11. Bud’te f , g nesoudělné polynomy nad gaussovským oborem R. Dokaž, že ideál (f) + (g) obsahuje
konstantu (prvek samotného R).

Řešeńı. Uvažujme f , g nad pod́ılovým tělesem T . Polynomy T [x] jsou OHI, takže zde máme
z nesoudělnosti (f) + (g) = (1). Pro nějaké a, b ∈ T [x] tak máme af + bg = 1. Nyńı stač́ı
vynásobit vhodnou konstantou c ∈ R tak, aby ca, cb ∈ R[x].

12. * Bud’ F konečné těleso. Nahlédni, že libovolné zobrazeńı f : F → F lze zapsat polynomem.

Řešeńı. Polynomy x − a pro a ∈ F jsou vzájemně nesoudělné. Můžeme tedy použ́ıt Č́ınskou
zbytkovou větu: když polož́ıme kongruence f ≡ F (a) (mod x−a), bude existovat polynom, který
je všechny splňuje. Jenže f ≡ f(a) (mod x− a), takže takový polynom se bude ve všech bodech
shodovat s F .

13. * (Eisensteinovo kritérium) Mějme primitivńı polynom f = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 s celoč́ıselnými

koeficienty a prvoč́ıslo p. Dokaž, že pokud p ∤ an, p | ai pro i = 0, 1, . . . , n − 1 a p2 ∤ a0, pak je f
ireducibilńı nad Z. Zkus se zamyslet nad zobecněńım pro obecný obor integrity R namı́sto Z.

Řešeńı. Pro spor je f reducibilńı, tedy f = gh. Pak muśı g i h být primitivńı, takže pro reduci-
bilitu muśı být nekonstantńı. Vše zmoduĺıme p, obrazy našich polynomů (v Zp[x]) budeme značit
vlnkou. Pak f̃ = g̃h̃. Jenže ze zadáńı je f̃ = anx

n. Vı́me, že Zp[x] je eukleidovský, tedy i OHI,
tedy i gaussovský, takže z jednoznačných rozklad̊u muśı být g̃ = bkx

k, h̃ = cℓx
ℓ, kde k + ℓ = n.

Z nekonstantnosti dále k, ℓ ≥ 1. Pak ale p dělilo oba absolutńı členy v g i h, takže a0 muśı být
násobek p2 – to je spor.

14. * Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že pokud v okruhu R existuje vlastńı ideál, který neńı konečně
generovaný, pak v něm také existuje prvoideál, který neńı konečně generovaný.

Řešeńı. Standardně pomoćı Zornova lemmatu zkonstruujeme ideál, který je maximálńımezi těmi
ideály, jež nejsou konečně generované. Poté zbývá dokázat, že tento ideál je prvoideál. K tomu je
potřeba postupovat sporem a využ́ıt toho, že každý větš́ı ideál už muśı být konečně generovaný.
Pro skeč tohoto d̊ukazu viz https://math.stackexchange.com/a/146899.
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