Uvod do komutativni algebry: cviceni 2
24. F{jna 2022

1. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Pro kazdy ireducibiln{ polynom f € T[] existuje
u € T\{0} takové, ze uf je ireducibilni prvek R[z].

Reseni. Berme u := Hp p~() Tento soucin dava smysl, protoze jen koneéné mnoho prvociniteli
p muze dat nenulovy obsah polynomu, jelikoz v kazdém jmenovateli kazdého koeficientu se tic¢astni
jen kone¢né mnoho prvoéinitelu. Pak dostaneme ¢, (uf) = v,(u)+c,(f) = 0 pro kazdé p, takze uf €
R[z] je primitivni. Jelikoz je zéroven ireducibilni v T'[z], je podle Gaussova lemmatu ireducibilni
v R[z].

2. Bud K téleso. Pak K[x,y] i K[z1,Zs,...] (nekoneéné mnoho proménnych) jsou gaussovské, ale
K[z, y] neni obor hlavnich ideédlu (ale je noetherovsky) a K|[xy, zs, .. .| neni noetherovsky ani obor
hlavnich ideali.

Resend. 7 Gaussova lemmatu plati ,R gaussovsky = R[z] gaussovsky“. Vime, ze K[z] je
OHI, takze gaussovsky, takze i K[x,y] ~ K|z][y] je gaussovsky.

Podobné je gaussovsky i kazdy K[x1,...,z,]. Toho vyuzijeme pro K|[zy,...], kazdy jeho prvek f
pouzivé jen konetné mnoho proménnych, takze sam lezi v néjakém Kz, ..., x,]. To je gaussovské,
takze tu mame jednoznac¢ny rozklad. Navic vime, ze nemuze fungovat zadny rozklad, ktery by
pouzil nékterou dalsi proménnou — méli bychom vué¢i ni uz nutné kladny stupen, kdezto f mé
vuéi x;, ¢ > n nulovy stupen. Jednozna¢ny rozklad f v Klzy,...,x,] tak zustavd jednoznacny
v K[zq,...].

K|z, y] neni OHI, protoze (z,y), tj. idedl generovany prvky x a y, nemuze byt hlavni. Kdyby totiz
(z,y) = (f) pro ngjaké f € Klx,y|, muselo by byt f | x, takze deg,(f) < deg,(z) = 0, tedy
f je konstantni vzhledem k y. Zcela analogicky je ale f konstantni vuci x. Je to tedy konstanta
f € K, coz je spor, protoze v (z,y) zadné konstanty nelezi (kazdy ¢len obsahuje x nebo y v kladné
mocniné). Tim spiSe uz ani K[zy,z,...| nemuze byt OHIL.

Noetherovskost: Hilbertova véta o bézi ika ,, R noetherovsky = R[z] noetherovsky“. Téleso K
je trividlné noetherovské (méa jen dva idedly), tedy K[z] je noetherovsky, tedy Klz,y] ~ K|x][y]
je noetherovsky. Naopak K[x1,Zs,...| neni noetherovsky, protoze mame fetézec idedlu

(1) € (z1,22) € (21, 22,23) € -+ C (T1,..., %) T -+~

=

3. Pouzij diukaz Cinské zbytkové véty (zejména krok, kdy 1 = ay + az) ke konstrukei explicitniho
izomorfismu Z/(n) x Z/(m) ~ Z/(mn) pro n = 16,m = 35. Jaké znamé vété krok ze zdvorky
odpovida?

Resend. Jeden smér izomorfismu Z/(mn) — Z/(n) x Z/(m) je trividlni:
z+ (mn) = (z+ (n), z+ (m)).

Abychom nasli opa¢ny izomorfismus (a + (n),b+ (m)) — 7?7 4+ (mn), potiebujeme 2z, + (mn) €
Z/(mn) takové, ze z; +— (1,0), a obdobné néjaké zo — (0,1). K tomu se hodi Bézoutova véta,
protoze kdyz xn + ym = 1, pak staci vzit z; = ym a 2o = an.

Spustime tedy rozsiteny Eukleiduv algoritmus na n = 16 a m = 35:

35 1 0
6] 0 1
2 3] 1 —2
5 1|5 11



Tudiz 11 - 16 + (—5) - 35 = 1. Vezmeme tedy z; = (—5) - 35 = —175, 2o = 11 - 16 = 176, coz dava
explicitni izomorfismus

Z)(n) X Z/(m) = Z/(mn),
(a+ (n),b+ (n)) — —175a + 176b + (mn).

(Bézoutovy koeficienty vibec nejsou jednoznacné, takze ani tyto hodnoty pouzité v izomorfismu
nejsou jednoznacné.)

. Popis vsechny idedly v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou komaximalni.

Resent. Idedly v Z/(150) jsou tvaru I/(150), kde I jsou idealy (150) C I < Z. Protoze Z je OHI,
jsou tato I presné tvaru (d) pro d | 150 = 2-3-5%. Dva takové I; /(150), I5/(150) jsou komaximalnf,
prave kdyz jsou I, I komaximalni v Z, coz nastava tehdy, kdyz jsou jejich generatory (I; = (dy),
I, = (dy)) nesoudélné — tedy napi. (2)/(150) a (3)/(150) nebo (6)/(150) a (25)/(150).

. Bud R okruh. Pomoci Zornova lemmatu dokaz, Ze kazdy vlastni idedl je obsazeny v néjakém
maximalnim idedlu.

Reseni. Bud dan idedl I < R. Uvazme
A ={idedl J | I C J < R}

uspotradané inkluzi. Zjevné I € A, takze tato ¢astecné usporadand mnozina je neprazdna. Kdykoliv
je B C A fetézec, polozme J := U B. To je idedl (viz prvni cviceni) a zjevné obsahuje 1. Kdyby
nebyl vlastni, pak by obsahoval 1, takze by 1 musela lezet uz v néjakém J € B, coz nelze. Tedy
J € A. Tim jsou ovéreny podminky Zornova lemmatu, tedy méme v A néjaké maximalni M.

Tvrdime, ze je to maximalni idedl. Kdyby nebyl, pak existuje néjaky idedl I, ze M C I' C R.
Jenze potom by I’ byl vlastni a obsahoval I, takze I’ € A, coz je spor s maximalitou M. Takze
M je skutecné maximalni ideal obsahujici 1.

. Bud (M, <) ¢astecné usporddand mnozina. Dokaz pomoci Zornova lemmatu, Ze usporddani < jde
rozsitit na linearni usporadani, cili ze existuje usporadani =< na M, které je linearni a spliuje:
xr <y=x =Xy pro vSechna x,y € M.

Reseni. Céstecné usporadani je relace, tj. néjaksd podmnozina M x M, takze je samotné muzeme
usporadavat inkluzi. Méjme tedy

A = {=D < | =< je ¢astecné usporadani mnoziny M} .

Podobné jako v predchozich ukazkach ovérime podminky Zornova lemmatu; horni zavorou fetézce
je vzdy jeho sjednoceni. Pak médme v A né&jaké maximdlni <. Pro spor necht neni linedrni, tedy
necht je v ném néjaka neporovnatelnd dvojice x, y, tedy ani (x,y), ani (y, ) neni prvek <. Pak
si muzeme vybrat, ktery z téchto prvku ma byt vétsi, a ptridat tento vztah. Formalné feceno,
vezmeme

J:=<U{(a,b) |a,be M, a <z, y<b}

a tvrdime, Ze to je opét castecné usporadani, coz bude spor s maximalitou <.

e Reflexivita: jasnd, vsechny dvojice (m, m) uz v < byly.

e Antisymetrie: aby neplatila, muselo by uz diive v < lezet néjaké (b,a). Pak aby ale diky
y <b<a <z musely byt y a x porovnatelné, coz je spor.

e Tranzitivita: aby neplatila, musime mit néjaka k, ¢, m € M tak, ze k J 0,0 g m, ale nikoliv
k < m. Pokud budeme pouzivat jen porovndni, kterd uz byla v <, nic se nezménilo, takze
BUNO uvazujme, 7e (k,0) € < je jedna z dvojic tvaru (a,b), co jsme piidali, tedy k < x
a y < L. Odkud pochdzi dvojice (¢,m) € Q7 Pokud uz bylo ¢ < m, pak mdme jednoduse
y ¢ <m, takze y QA m, takze i (k,m) bude jedna z dvojic, které jsme ptidali do <. Naopak
pokud by méla (¢, m) byt jedna z dvojic, co jsme ptidali, znamend to £ Jx a y <m. Ale uz
jsme méli i y </, takze dohromady y < /¢ < x, coz znamend, ze x, y byly porovnatelné.



10.

11.

12.

13.

14.

Uvédom si, ze v usporadané mnoziné A muze existovat i nespocetny fetézec B, na jehoz indexovani
nestaci prirozena cisla. Najdi par prikladu takové situace.

Reseni. Treba redlna cisla s jakymkoliv uspordadanim, nebo potencni mnozina R uspotradana
inkluzi, nebo cokoliv jinaciho. Nic chyttejsiho se tu neschovava, jen by si ¢lovék nemél vytvorit
predstavu, ze v Zornovi staci vyresit fetézce indexované prirozenymi c¢isly.

At je Rokruh a Iy, ..., I, po dvou komaximalni idedly v R. Uvédom si, Ze pak mame izomorfismus
multiplikativnich grup (R/(Iy---I1,))" =~ (R/I,)* x --- x (R/I,)”™. Jako aplikaci tohoto faktu si
rozmysli, Ze pro lichd prvoéisla p # ¢ nemtze byt grupa (Z/(pq))” cyklicka.

Reseni. Okruhové struktura uz v sobé obsahuje strukturu multiplikativni grupy, takze jejich
izomorfismus je jen zeslabenim CZV. Nasledné fdd (a,b) € Z; x ZJ je nejmensim spolecnym
nasobkem fadu a a b. Kvuli ged(p — 1,q — 1) > 2 pak f4d nemuze dosdhnout (p — 1)(g — 1).

Dokaz Zornovym lemmatem: ve vektorovém prostoru lze libovolnou linearné nezavislou mnozinu
rozsitit na bazi.

Reseni. Uvazuj linedrné nezavislé nadmnoziny dané mnoziny usporadané inkluzi a pouzij Zor-
novo lemma. Maximalni mezi nimi musi byt i generujici, jinak by nebyla maximalni.

Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Mé&jme nekonstantni primitivni polynom f €
R[z]. Pak f je ireducibilni v T'[z|, pravé kdyz je ireducibilni v R[z].

Reseni. Viz Tvrzeni 1.16b ve skriptech.

Bud'te f, g nesoudélné polynomy nad gaussovskym oborem R. Dokaz, Ze idedl (f) + (g) obsahuje
konstantu (prvek samotného R).

Reseni. Uvazujme f, g nad podilovym télesem T'. Polynomy T'[x] jsou OHI, takze zde mame
z nesoudélnosti (f) + (g) = (1). Pro néjaké a,b € T[x] tak mdme af + bg = 1. Nyni staci
vynasobit vhodnou konstantou ¢ € R tak, aby ca, cb € R[z].

* Bud F konecné téleso. Nahlédni, Ze libovolné zobrazeni f : F' — F lze zapsat polynomem.

Reseni. Polynomy x — a pro a € F jsou vzajemné nesoudélné. Muzeme tedy pouzit Cinskou
zbytkovou vétu: kdyz polozime kongruence f = F(a) (mod z —a), bude existovat polynom, ktery
je vsechny spliuje. Jenze f = f(a) (mod x — a), takze takovy polynom se bude ve vsech bodech
shodovat s F'.

* (Eisensteinovo kritérium) Méjme primitivni polynom f = a,z" + - -+ + ayx + ag s celociselnymi
koeficienty a prvocislo p. Dokaz, Ze pokud p { a,, p | a; proi =0,1,...,n — 1 a p*{ ag, pak je f
ireducibilni nad Z. Zkus se zamyslet nad zobecnénim pro obecny obor integrity R namisto Z.

Reseni. Pro spor je f reducibilni, tedy f = gh. Pak musf ¢ i h byt primitivni, takze pro reduci-
bilitu mus{ byt nekonstantni. Vse zmodulime p, obrazy nasich polynomu (v Z,[z]) budeme znacit
vinkou. Pak f = gh. Jenze ze zaddni je f = a,z". Vime, 7e Zy|z] je eukleidovsky, tedy i OHI,
tedy i gaussovsky, takze z jednoznaénych rozkladi musi byt § = byz*, h = cat, kde k + ¢ = n.
Z nekonstantnosti dale k,¢ > 1. Pak ale p délilo oba absolutni ¢leny v ¢ i h, takze ap musi byt
nasobek p? — to je spor.

* Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze pokud v okruhu R existuje vlastni idedl, ktery neni konecné
generovany, pak v ném také existuje prvoidedl, ktery neni konecné generovany.

Resend. Standardné pomoci Zornova lemmatu zkonstruujeme ideél, ktery je maximalni mezi témi
idedly, jez nejsou konecné generované. Poté zbyva dokazat, ze tento idedl je prvoideal. K tomu je
potieba postupovat sporem a vyuzit toho, ze kazdy veétsi ideal uz musi byt koneéné generovany.
Pro skec¢ tohoto dikazu viz https://math.stackexchange.com/a/146899.
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