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1. Dokaž, že sjednoceńı řetězce (libovolně mnoha) ideál̊u I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · · je ideál.

Řešeńı. Bud’ okruh R a zkoumané sjednoceńı I. Pro a, b ∈ I, r ∈ R máme dokázat a + b ∈ I,
ra ∈ I. Z definice sjednoceńı muśı být pro nějaké indexy být a ∈ Ik, b ∈ Iℓ. Pro m = max {k, ℓ}
pak už a, b ∈ Im, takže definićı ideálu a+ b i ra lež́ı v Im ⊂ I.

2. Pro ideály I, J definujme I + J := {a+ b | a ∈ I, b ∈ J}. Dokaž, že I + J je nejmenš́ı ideál v R,
který obsahuje I a J .

Řešeńı. I + J je ideál: součet generických prvk̊u z I + J je

(a1 + b1) + (a2 + b2) = (a1 + a2)︸ ︷︷ ︸
∈I

+(b1 + b2)︸ ︷︷ ︸
∈J

.

Obdobně r(a+ b) = ra+rb ∈ I+J . Dále I+J triviálně obsahuje I i J . Naopak když nějaký ideál
K obsahuje I i J , muśı uzavřenost́ı na sč́ıtáńı obsahovat všechna a+ b, tedy obsahovat I + J .

3. Bud’ R okruh a M ideál v R. Dokaž:

a) M je maximálńı, právě když pro všechna a ∈ R \M plat́ı R = M + aR.
b) Pokud M je maximálńı a a ∈ R \M , pak existuj́ı m ∈ M a r ∈ R taková, že 1 = m+ ar.

Řešeńı. a) M + aR je ideál ostře větš́ı než M (má nav́ıc prvek a), z maximality už to tedy muśı
být celé R. Opačným směrem, když M ⊊ I ⊂ R, volbou a ∈ M \ I dostaneme R = M + aR ⊂ I,
takže I = R, což dá maximalitu M .

b) Ideál na levé straně R = M + aR obsahuje jedničku, takže i napravo ji lze tvarem m + ar
vyjádřit.

4. Urči: Q[x]/(x+ 2), Q[x]/(x2 − 2), Q[x]/(x2 − 1), R[x]/(x2 − 2), Z[x]/(x2 − 2).

Řešeńı. Vyjde po řadě Q, Q[
√
2], Q×Q, R×R a Z[

√
2]. Strategie: moduleńı ireducibilńım poly-

nomem = přidáńı kořene; součin r̊uzných ireducibilńıch polynomů rozlámeme Č́ınskou zbytkovou
větou. Např. pro Q[x]/(x2 − 2) pošleme homomorfismus

Q[x] → Q[
√
2],

f 7→ f(
√
2).

Obraz je celé Q[
√
2], jádro je (x2−2) (minimálńı polynom

√
2). 1. věta o izomorfismu dá výsledek.

Pro Q[x]/(x2 − 1) muśıme nejdř́ıv rozložit na Q[x]/(x − 1) × Q[x]/(x + 1), oba činitelé jsou pak
izomorfńı Q.

5. Mějme ideály I, J , K okruhu R. Dokaž, že IJ ⊂ I ∩J a I(J +K) = IJ + IK. Najdi př́ıklad, kdy
IJ ̸= I ∩ J .

Řešeńı. Ideály jsou uzavřené na násobeńı, takže pro a ∈ I, b ∈ J je speciálně ab ∈ I. Ideál IJ je
tvořen součty takových součin̊u, takže IJ ⊂ I. Úplně analogicky IJ ⊂ J , takže IJ ⊂ I ∩ J .

Pro I(J +K) = IJ + IK dokažme obě inkluze, uvažujeme a ∈ I, b ∈ J , c ∈ K. Nalevo je součet
součin̊u tvaru a(b + c), napravo nějaký součet součin̊u ab plus součet součin̊u ac. Součiny tvaru
a(b + c) umı́me roznásobit a interpretovat jako prvky ideálu napravo – to je inkluze

”
⊂“. Pro

opačnou inkluzi můžeme každé ab přepsat na a(b+0) a každé ac na a(0+ c), č́ımž vyráb́ıme tvary
z levé strany – to je inkluze

”
⊃“.

6. Dokaž, že operace na faktorokruhu jsou definované korektně a že jde o okruh (a dokaž ostatńı věci
z přednášky, které jsme nechali jako cvičeńı).



Řešeńı. R okruh, I ideál, a, b ∈ R. Chceme ověřit, že pro x ∈ a + I, y ∈ b + I bude fungovat
x + y ∈ (a + b) + I a obdobně xy ∈ ab + I. K tomu vyjádř́ıme x = a + i1, y = b + i2 a s pomoćı
uzavřenosti ideálu na sč́ıtáńı a na násobeńı prvkem okruhu máme

x+ y = a+ i1 + b+ i2 = (a+ b) + (i1 + i2)︸ ︷︷ ︸
∈I

,

xy = (a+ i1)(b+ i2) = ab+ (ai2 + bi1 + i1i2)︸ ︷︷ ︸
∈I

.

7. Dokaž 3. větu o izomorfismu: Je-li R okruh, I < R ideál a S ⊂ R podokruh, pak je S+I podokruh
v R a plat́ı (S + I)/I ≃ S/(S ∩ I).

Řešeńı. Že S + I je podokruh, se rutinně ověř́ı (má jedničku, je uzavřený na sč́ıtáńı i násobeńı).
Dále směřujme k použit́ı 1. věty o izomorfismu. Projekce π : R ↠ R/I, r 7→ r + I je surjektivńı
homomorfismus. Zužme ho na podokruh S a pojmenujme φ. Aby φ(s) = s+ I bylo 0, muśı s ∈ I,
takže Kerφ = S∩I. V obrazu se objev́ı přesně zbytkové tř́ıdy tvaru s+I, takže Imφ = (S + I)/I
(jedna inkluze je zřejmá, pro tu druhou si uvědom, že cokoliv tvaru s + i + I je jednoduše totéž
jako s+ I). 1. věta o izomorfismu pak dává výsledek.

8. Uvažujme okruh Z a uvažujme v něm ideály I = (168) a J = (288).

a) Jak vypadaj́ı všechny maximálńı ideály a prvoideály v Z?
b) Urči I + J , IJ , I ∩ J , I2 + J .
c) Najdi všechny prvoideály, které obsahuj́ı ideál I, J , IJ , I ∩ J , resp. J2.

Řešeńı. a) Hlavńı ideály generované prvoč́ısly.

b) Viz část a) v následuj́ıćım cvičeńı, vyjde I + J = (24), IJ = (48 384), I ∩ J = (2016),
I2 + J = (288).

c) Prvoideály obsahuj́ıćı (x) odpov́ıdaj́ı prvoč́ısl̊um děĺıćım x. Stač́ı tedy použ́ıt 168 = 23 · 3 · 7,
288 = 25 · 32 a vždy vźıt prvoč́ısla z rozkladu.

9. Bud’ R obor hlavńıch ideál̊u a a, b ∈ R.

a) Urči (a)(b), (a) + (b), (a) ∩ (b).
b) Jak vypadaj́ı všechny maximálńı ideály a prvoideály v R?
c) Dokaž, že faktor R podle nenulového prvoideálu je těleso.

Řešeńı. a) (a)(b) = (ab), (a) + (b) = (NSD(a, b)), (a) ∩ (b) = (nsn(a, b)).

b) Jsou to přesně hlavńı ideály generované ireducibilńımi prvky/prvočiniteli (v OHI je ireducibilńı
= prvočinitel). V d̊usledku c) jsou prvoideály automaticky maximálńı.

c) Bud’ (p) prvoideál, pak je (p) ireducibilńı. Chceme, aby libovolný nenulový prvek v R/(p) měl
inverz. Pro a /∈ (p) je ale (a) + (p) = (NSD(a, p)) = (1), takže xa + yp = 1 pro nějaká x, y. Pak
ale xy ≡ 1 (mod p).

10. Pro podmnožiny A, B okruhu R definujme A⊙B := {ab | a ∈ A, b ∈ B} (pozor, toto neodpov́ıdá
násobeńı ideál̊u). Bud’ I ideál v R. Dokaž, že (a+ I)⊙ (b+ I) ⊂ ab+ I. Plat́ı opačná inkluze?

Řešeńı. Dokazovaná inkluze je prostě to, že násobeńı prvk̊u ve faktorokruhu modulo I funguje.
Opačná inkluze neplat́ı: např. 2 · 2 + 3Z obsahuje jedničku, ale (2 + 3Z)⊙ (2 + 3Z) nikoliv.

11. Uvažujme obor hlavńıch ideál̊u Q[x] a ideály I = (x3 + x2 + 2x+ 2) a J = (x3 − 2x2 + 2x− 4).

a) Urči I + J , IJ , I ∩ J , I2 + J3.
b) Které faktory modulo hlavńı ideál z bodu a) jsou obory?
c) Najdi všechny prvoideály, které obsahuj́ı ideál I, J , IJ , I ∩ J , resp. J2.



Řešeńı. Faktorizujme polynomy:

x3 + x2 + 2x+ 2 = (x+ 1)(x2 + 2), x3 − 2x2 + 2x− 4 = (x− 2)(x2 + 2).

Snadno tedy v a) urč́ıme potřebná NSD a nsn:

I + J = (x2 + 2), IJ =
(
(x3 + x2 + 2x+ 2) · (x3 − 2x2 + 2x− 4)

)
,

I ∩ J =
(
(x+ 1)(x− 2)(x2 + 2)

)
, I2 + J3 =

(
(x2 + 2)2

)
.

b) Faktor je obor, pokud moduĺıme prvoideálem, což zde odpov́ıdá ireducibilńımu polynomu. Tedy
pouze I + J , ostatńı máme zapsány jako součiny v́ıce polynomů.

c) Opět vezmeme všechny hlavńı ideály generované ireducibilńımi polynomy z rozkladu.

12. Bud’ R noetherovský okruh a I < R ideál. Dokaž, že R/I je také noetherovský.

Řešeńı. Pro spor nebud’ R/I noetherovský. Ideály v R/I jsou přesně tvaru J/I pro J < I, takže
pro nenoetherovskost R/I muśıme mı́t nekonečný rostoućı řetězec

J1/I ⊊ J2/I ⊊ J3/I ⊊ · · ·

Pak je ale i J1 ⊊ J2 ⊊ J3 ⊊ · · · nekonečný rostoućı řetězec ideál̊u v R – spor.

13. Mějme v okruhu R prvek e splňuj́ıćı e2 = e. Dokaž, že R ≃ (e) × (1 − e), když ideály vpravo
uvažujeme jako podokruhy – co jsou v nich

”
jedničky“?

Řešeńı. Dı́ky e2 = e můžeme (e) = eR brát jako okruh s
”
jedničkou“ e. (Zadáńı trochu lže,

technicky to neńı podokruh R, protože má jinou jedničku.) Analogicky plat́ı (1 − e)2 = 1 − e,
takže máme (1−e) jako okruh s

”
jedničkou“ 1−e. Pak př́ımočaře najdeme a ověř́ıme izomorfismus

R ↔ (e)× (1− e),

r 7→ (er, (1− e)r),

ea+ (1− e)b 7→(ea, (1− e)b).


