Uvod do komutativni algebry: cviceni 1
10. ¥jna 2022

. Dokaz, ze sjednoceni fetézce (libovolné mnoha) idedlu Iy C Io C I3 C -+ je idedl.

Reseni. Bud okruh R a zkoumané sjednoceni I. Pro a,b € I, r € R mame dokézat a + b € I,
ra € 1. 7 definice sjednoceni musi byt pro néjaké indexy byt a € Iy, b € I,. Pro m = max {k, (}
pak uz a,b € I,,, takze definici idedlu a + b i ralezi v I, C I.

. Proidedly I, J definujme I + J:={a+b|a € I,b € J}. Dokaz, ze I + J je nejmens{ idedl v R,
ktery obsahuje I a J.

Reseni. I+ J je ideél: soucet generickych prvki z I + J je

(al + bl) -+ (CLQ +b2) = (Cll +02)+(b1 +bg) .
—_——  N——

el eJ

Obdobné r(a+b) = ra+rb € I+ J. Dale I + J trividlné obsahuje I i J. Naopak kdyz néjaky idedl
K obsahuje i J, musi uzavienosti na s¢itani obsahovat vsechna a + b, tedy obsahovat I + J.

. Bud R okruh a M idedl v R. Dokaz:

a) M je maximdlni, pravé kdyz pro vSechna a € R\ M plati R = M + aR.
b) Pokud M je maximélni a a € R\ M, pak existuji m € M a r € R takova, ze 1 = m + ar.

Reseni. a) M + aR je ideal ostie vétsi nez M (mé navic prvek a), z maximality uz to tedy musi
byt celé R. Opaénym smérem, kdyz M C I C R, volbou a € M \ I dostaneme R = M +aR C I,
takze I = R, coz dd maximalitu M.

b) Idedl na levé strané R = M + aR obsahuje jednicku, takze i napravo ji lze tvarem m + ar
vyjadrit.

- Urti: Qz]/(x +2), Qlal/(2* —2), Qz]/(2* - 1), Rla]/(z* —2), Zz]/(2* - 2).

Reseni.  Vyijde po fadé Q, Q[v/2], Q@ x Q, R x R a Z[v/2]. Strategie: moduleni ireducibilnim poly-
nomem = pridani kofene; soucin ruznych ireducibilnich polynomu rozlameme Cinskou zbytkovou
vétou. Napi. pro Q[z]/(z? — 2) posleme homomorfismus

Q[z] — Q[v2],
f f(V2).

Obraz je celé Q[v/2], jadro je (2% —2) (minimalni polynom /2). 1. véta o izomorfismu da vysledek.
Pro Q[z]/(2? — 1) musime nejdiiv rozlozit na Q[z]/(x — 1) x Q[z]/(z + 1), oba ¢initelé jsou pak
izomorfni Q.

. Méjme ideély I, J, K okruhu R. Dokaz, ze IJ C INJ a I(J+ K) = 1J+ 1K. Najdi priklad, kdy
I1J#1INJ.

Reseni. Idedly jsou uzaviené na nasobenti, takze pro a € I, b € J je specidlné ab € I. Ideédl I.J je
tvoren soucty takovych soucinu, takze I.J C I. Uplné analogicky I.J C J, takze IJ C I N J.

Pro I(J + K) = IJ 4+ IK dokazme obé¢ inkluze, uvazujeme a € I, b € J, ¢ € K. Nalevo je soucet
soucinu tvaru a(b + ¢), napravo néjaky soucet souc¢inu ab plus soucet soucinu ac. Souéiny tvaru
a(b 4+ ¢) umime rozndsobit a interpretovat jako prvky idedlu napravo — to je inkluze ,C“. Pro
opa¢nou inkluzi muzeme kazdé ab prepsat na a(b+0) a kazdé ac na a(0+ ¢), ¢imz vyrabime tvary
z levé strany — to je inkluze ,D*.

. Dokaz, ze operace na faktorokruhu jsou definované korektné a ze jde o okruh (a dokaz ostatni véci
z prednasky, které jsme nechali jako cviceni).
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Reseni. R okruh, I idedl, a,b € R. Chceme ovéfit, ze pro z € a + I, y € b+ I bude fungovat
x+y € (a+0b)+ 1 aobdobné xy € ab+ I. K tomu vyjadiime z = a + i1, y = b+ iz a s pomoci
uzavienosti idealu na séitani a na nasobeni prvkem okruhu mame

r+y=a+i;+b+is=(a+b)+ (i1 +iz),
N——
el
vy = (a+i1)(b+i2) = ab+ (aiz + biy + iris) .

-~

el

Dokaz 3. vétu o izomorfismu: Je-li R okruh, I < Ridedl a .S C R podokruh, pak je S+ I podokruh
v Raplati (S+1)/1 ~ S/(SnI)

Reseni. Ze S+ 1 je podokruh, se rutinné ovéif (mé jednicku, je uzavieny na séitani i nasobent).
Daéle smérujme k pouziti 1. véty o izomorfismu. Projekce m: R — R/I, r — 7 + I je surjektivni
homomorfismus. Zuzme ho na podokruh S a pojmenujme ¢. Aby ¢(s) = s+ 1 bylo 0, musi s € I,
takze Ker ¢ = SN1. V obrazu se objevi presné zbytkové tiidy tvaru s+ 1, takze Imp = (S + 1)/
(jedna inkluze je zfejmd, pro tu druhou si uvédom, ze cokoliv tvaru s + i + I je jednoduse totéz
jako s+ I). 1. véta o izomorfismu pak dava vysledek.

Uvazujme okruh Z a uvazujme v ném idedly I = (168) a J = (288).

a) Jak vypadaji vSechny maximalni idedly a prvoidedly v Z?
b) Uréi I +J,IJ, INJ, I*+J.
c¢) Najdi vechny prvoidedly, které obsahuji ideédl I, J, I.J, I N J, resp. J2.

Resend. a) Hlavni idedly generované prvocisly.

b) Viz ¢ast a) v nésledujicim cviceni, vyjde I + J = (24), IJ = (48384), I N J = (2016),
I + J = (288).

c¢) Prvoidedly obsahujici (z) odpovidaji prvoéislim délicim z. Staci tedy pouzit 168 = 23 -3 -7,

288 = 2°. 32 a vzdy vzit prvocisla z rozkladu.

Bud R obor hlavnich idedli a a,b € R.
a) Urdi (a)(b), (a) + (b), (a) N (b).
b) Jak vypadaji vSechny maximdlni ideély a prvoidedly v R?
¢) Dokaz, ze faktor R podle nenulového prvoidedlu je téleso.

Reseni. a) (a)(b) = (ab), (a) + (b) = (NSD(a, b)), (a) N (b) = (nsn(a,b)).
b) Jsou to presné hlavni ideély generované ireducibilnimi prvky/prvociniteli (v OHI je ireducibiln{
= prvocinitel). V dusledku ¢) jsou prvoidedly automaticky maximalni.

¢) Bud (p) prvoideél, pak je (p) ireducibilni. Chceme, aby libovolny nenulovy prvek v R/(p) mél
inverz. Pro a ¢ (p) je ale (a) + (p) = (NSD(a,p)) = (1), takze xa + yp = 1 pro né&jakd x, y. Pak
ale zy =1 (mod p).

Pro podmnoziny A, B okruhu R definujme A® B :={ab | a € A,b € B} (pozor, toto neodpovida
nasobeni idedln). Bud I idedl v R. Dokaz, ze (a + I) ® (b+ I) C ab + I. Plati opa¢nd inkluze?

Reseni. Dokazovana inkluze je prosté to, ze nasobeni prvki ve faktorokruhu modulo I funguje.
Opaé¢nd inkluze neplati: napt. 2 - 2 + 3Z obsahuje jednicku, ale (2 + 3Z) ® (2 + 3Z) nikoliv.

Uvazujme obor hlavnich idedli Q[z] a idedly I = (2% + 2* + 22+ 2) a J = (2% — 22% + 2z — 4).

a) Urci I+ J, IJ, INJ, I* + J3.
b) Které faktory modulo hlavni idedl z bodu a) jsou obory?
c¢) Najdi vechny prvoidedly, které obsahuji ideédl I, J, I.J, I N J, resp. J>.
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Reseni. Faktorizujme polynomy:
22?4224+ 2=(z+1)(2* +2), 23— 2207 422 —4 = (x —2)(2* + 2).

Snadno tedy v a) urc¢ime potiebnd NSD a nsn:

[+ J = (2> +2), 1J = ((x3+x2+2x+2)-(m3—2x2+2x—4)),

InJ= ((a:+ 1)(:v—2)(x2+2)>, 2y J?= ((x2+2)2>.

b) Faktor je obor, pokud modulime prvoidedlem, coz zde odpovida ireducibilnimu polynomu. Tedy
pouze I + J, ostatni mame zapsany jako souciny vice polynomu.

¢) Opét vezmeme vsechny hlavni idedly generované ireducibilnimi polynomy z rozkladu.
Bud R noetherovsky okruh a I < R idedl. Dokaz, ze R/I je také noetherovsky.

Resend. Pro spor nebud R/I noetherovsky. Idedly v R/ jsou piesné tvaru J/I pro J < I, takze
pro nenoetherovskost R/I musime mit nekoneény rostouci retézec

/TS J)TC I/ TC -
Pak je alei J; € Jo € J3 C - -+ nekonecny rostouci fetézec ideali v R — spor.

Méjme v okruhu R prvek e splitujici e* = e. Dokaz, ze R ~ (e) x (1 — ¢), kdyz idedly vpravo
uvazujeme jako podokruhy — co jsou v nich ,jednicky“?

Reseni. Diky e = e muzeme (e) = eR brat jako okruh s ,jednickou e. (Zadéani trochu lze,
technicky to neni podokruh R, protoze m4 jinou jednicku.) Analogicky plati (1 —e)? = 1 — e,
takze mame (1—e) jako okruh s ,jednickou® 1—e. Pak piimocate najdeme a ovérime izomorfismus

R+ (e) x (1 —e),
r— (er, (1 —e)r),
ea+ (1 —e)b < (ea, (1 —e)b).



