Rozkladové nadtéleso 23 — 2 nad Q
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Oznacéme w = €73
nad Q je tedy

, pak jsou kofeny polynomu f = 2% — 2 v komplexnich éislech v/2, w<{/2 a w?+{/2. Rozkladovym télesem

T:= (@(\3/57(4) v 2,w2\?’/§).

Zjednodusme to, jak T vyrdbime z Q. Nemusime explicitné piiddvat w?+/2, protoze uz jej vyrobime z druhych dvou
kotfent jako
3 2 3 2 1
(w¥2)" - (v2) -5,
takze staci uvazovat T = Q(¥/2,w+/2). Oba tyto kofeny uz uvazovat musime, protoze napi. T # Q(+/2) (to je podtéleso
R, kdezto w+/2 nenf realné!).
Jaky je stupen rozsifeni [T : Q]? Oba prvky, které priddvame, maji stupenn 3 nad Q, nicméné stuperti rozsifeni T neni
9: muZzeme rozepsat

[T:Q] = [Q(V2,wV?2) : Q] = [Q(V2,wV2) : Q(V2)] - [Q(V2) : Q].

=7 =3

Pod otaznikem se neschovav trojka, protoze nad télesem Q(+/2) uz 2* — 2 nenf minimalnim polynomem w+/2, protoze
se rozklada
23— 2= (-2 (m27\3/5x+ \3/41),

takze minimalnim polynomem w+/2 je z2 — 2z + /4 (to uz skutecné je ireducibilni, jelikoz je kvadraticky a nemd
v Q(+/2) koten). Dostaneme tedy [T : Q] =2 - 3.

K témuz jsme mohli dojit také zapsanim T' = Q(V/2,w), jelikoz w = “’;; € Q(V/2,wV/2) a naopak wv2 = V2w €

Q(¥/2,w). Samo w je kvadratické uz nad Q (minimélni polynom je 2 + x + 1)

Co je Gal(T/Q)? Budeme vyuzivat tvrzeni 2.12 ze skript. Kazdy Q-automorfismus ¢ : T — T uz je jednoznacéné
uréeny tifm, kam se poslou kofeny x® — 2 (generuji T jako télesové rozsifeni Q). Podle 2.12a) ale musi ¢ musi tyto kofeny
permutovat, takze se Gal(T'/Q) vnoruje do Ss. To znamend, Ze je izomorfni néjaké podgrupé Ss. Ukdzeme, ze je to celd
Ss.

Ze zapisu T = Q(¥/2,w) vime, Ze automorfismy v Gal(T/Q) jsou také jednoznacné uréeny tim, kam se poslou /2
(prvek s kubickym minimdlnim polynomem) a w (prvek s kvadratickym minimédlnim polynomem) — to je 3 - 2 moznosti.
Misto manuélniho ovéfeni, Ze to vSechno jsou automorfismy (vzdy zvolime, kam se poSlou kofeny, rozsifime linearitou a
ndsledné potfebujeme ovéfit, ze vysledné zobrazeni respektuje ndsobeni a je bijekei), vyuzijeme grupovou strukturu:

Nejdiiv uvazime T' jako rozsiteni Q(w). Jakykoliv Q(w)-automorfismus ¢ : T — T musi tim spi§ byt i Q-automorfismus,
takze Gal(T/Q(w)) C Gal(T/Q). Miizeme piitom interpretovat 1" jako rozkladové nadtéleso 2® — 2 nad Q(w), takze podle
2.12b) pro kazdou volbu kofene, na ktery se miuize poslat /2, existuje automorfismus ¢, ktery jej tam skuteéné posle.
Mame tedy néjaké

¢ € Gal(T/Q(w)) C Gal(T/Q)

spliiujici p(w) = w a zaroven p(4/2) = w+/2. Nahlédnéme, ze p ma v Galoisové grupé Fad 3:

p(w) = w, p(V2) = w2,
P (W) = w, P*(V2) = p(w) - p(V2) = *¥2,
(W) =w, P(V2) = p(w)? - p(¥2) = V2 = V2.

Tedy > se shoduje na obou generujicich prvecich s id, takze ¢? = id, ale z4ddn4 mens{ mocnina tuto vlastnost nema. Takze
v je prvek v Gal(T/Q) fadu 3.

Uplné obdobné se mizeme na T divat jako na kvadratické rozsfieni T = (Q(V/2)) (w) o kofen ireducibilnfho kvad-
ratického polynomu z2 + 2 + 1. Analogicky bychom pak ziskali automorfismus 1 € Gal(T/Q(+¥/2)) € Gal(T/Q), ktery
zobrazuje /2 — /2 aw @ = w? = —w — 1. Ten ma v Galoisové grupé fad 2.

Dohromady tak vime, ze Gal(T/Q) je izomorfni podgrupé Ss, kterd v sobé méd prvek fadu 3 i prvek faddu 2. Z Lagran-
geovy véty to uz musi byt celd Sestiprvkové Ss. Tim jsme také nepifmo dokazali, ze kdykoliv zvolime, kam se posle /2
a kam se posle w, vyrobime z toho validni Q-automorfismus.



