
Úvod do komutativńı algebry: cvičeńı 7
5. ledna 2023

Algebraická teorie č́ısel

Ukážeme si:

1. Najdi všechny jednotky v OQ(
√
D) pro D = −2,−3,−7.

* Pokud už jsi někdy viděl(a) Pellovu rovnici, zkus i D = 2, 5.

2. Bud’ K = Q(
√
D) a ω =

√
D, resp. 1+

√
D

2
pro D ≡ 2, 3, resp. 1 (mod 4). Pro m ∈ Z a α =

a + bω ∈ OK dokaž, že m | α v OK , právě když m | a, b v Z. Dokaž, že to nemuśı platit pro
m | a+ b

√
D, a, b ∈ Z.

3. Ireducibilńı prvky:

a) Pokud má prvek α ∈ OK normu p, což je prvoč́ıslo v Z, pak je α ireducibilńı v OK .
b) Najdi nějaký ireducibilńı prvek v Z[

√
−14] s prvoč́ıselnou normou.

c) Dokaž, že 3 a 1 +
√
−14 jsou ireducibilńı.

d) Dokaž, že 3 · 3 · 3 · 3 = (5 + 2
√
−14)(5− 2

√
−14) jsou dva r̊uzné ireducibilńı rozklady.

4. Hlavńı ideály:

a) Dokaž, že (17 + 2
√
−14, 20 +

√
−14) = (3−

√
−14) je hlavńı ideál v Z[

√
−14].

b) (2,
√
−14) neńı hlavńı ideál v Z[

√
−14].

c) Dokaž, že (2+
√
−14, 7+2

√
−14) = (3, 1−

√
−14) a že jde o vlastńı ideál, který neńı hlavńı.

5. Násobeńı ideál̊u:

a) (5 +
√
−14, 2 +

√
−14)(4 +

√
−14, 2−

√
−14) = (6, 3

√
−14).

b) Bud’ I = (3, 1 +
√
−14). Pak II ′ = (3), I neńı hlavńı a I ̸= I ′.

c) Bud’ J = (5, 1 +
√
−14). Pak (15) = IJI ′J ′. Využij toho k nalezeńı dvou r̊uzných ireduci-

bilńıch rozklad̊u 15.
d) * I, J jsou prvoideály.

Daľśı př́ıklady (řeš klidně na přeskáčku): Úlohy s * jsou těžš́ı.

6. Dokaž, že OQ(
√
D) ⊃ Z[

√
D], resp. Z[1+

√
D

2
] pro D ≡ 2, 3, resp. 1 (mod 4).

7. Dokonči d̊ukaz d̊usledku 4.2 z přednášky, že každý prvek K jde vyjádřit jako αn pro α ∈ OK a
n ∈ N.

8. Bud’ G podgrupa aditivńı grupy Zn, kde n ∈ N. Dokaž, že G ≃ Zm pro nějaké m, 0 ≤ m ≤ n.

9. Vyřeš diofantické rovnice x2 + 1 = y5, x2 + 3 = y3 a x2 + 4 = y3.

10. Bud’ K = Q(
√
D). Je-li P < OK nenulový prvoideál a α ∈ OK , potom αNP ≡ α (mod P ).

11. * Je dáno prvoč́ıslo p > 5 a přirozené k takové, že p | k2 + 5. Dokaž, že existuj́ı přirozená m, n
splňuj́ıćı p2 = m2 + 5n2. Předpokládej, že v́ı̌s, že tř́ıdová grupa Z[

√
−5] je dvouprvková.

Hinty:
10. OK/P je konečné těleso – kolik tak může mı́t prvk̊u?

11. Najdi (prvo)ideál s normou p. Co potom tř́ıdová grupa ř́ıká o jeho druhé mocnině?


