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Uvod do komutativni algebry: cviceni 7
5. ledna 2023

Algebraicka teorie cisel

Ukazeme si:

. Najdi vSechny jednotky v OQ(@) pro D = —2,-3,-T7.

* Pokud uz jsi nékdy vidél(a) Pellovu rovnici, zkus i D = 2, 5.

. Bud K = QWD) a w = VD, resp. %ﬁ pro D = 2,3, resp. 1 (mod 4). Prom € Z a a =

a+bw € Ok dokaz, ze m | a v Ok, pravé kdyz m | a,b v Z. Dokaz, ze to nemusi platit pro

m|a+bV/D,a,b € Z.
Ireducibilni prvky:

a) Pokud m4 prvek a € Ok normu p, coz je prvocislo v Z, pak je « ireducibilni v Ok.
b) Najdi néjaky ireducibilni prvek v Z[v/—14] s prvociselnou normou.

c) Dokaz, ze 3 a 1+ v/—14 jsou ireducibilni.

d) Dokaz, ze 3-3-3-3 = (54 2v/—14)(5 — 2¢/—14) jsou dva ruzné ireducibilni rozklady.

Hlavni idedly:

a) Dokaz, ze (174 2v/—14,20 + v/—14) = (3 — /—14) je hlavni idedl v Z[/—14].
b) (2,4/—14) neni hlavni idedl v Z[v/—14].
c) Dokaz, ze (2++/—14,7+2v/—14) = (3,1 —v/—14) a ze jde o vlastni idedl, ktery neni hlavni.

. Nésobeni idedlu:

a) (54 v/—14,2 + v—14)(4 + vV—14,2 — V—14) = (6, 3v/—14).
b) Bud I = (3,1+ +/—14). Pak II' = (3), I neni hlavni a [ # I’.
c) Bud J = (5,1 + +/—14). Pak (15) = I[JI'J’". Vyuzij toho k nalezeni dvou ruznych ireduci-
bilnich rozkladua 15.
d) * I, J jsou prvoidedly.
Dalsi piiklady (fes klidné na pieskacku): Ulohy s * jsou tézsi.
Dokaz, ze Ogyp) D Z[\/D], resp. Z[%ﬁ] pro D = 2,3, resp. 1 (mod 4).

Dokon¢i dukaz dusledku 4.2 z prednasky, ze kazdy prvek K jde vyjadrit jako an pro a € Ok a
n € N.

Bud G podgrupa aditivni grupy Z", kde n € N. Dokaz, ze G ~ Z™ pro n&jaké m, 0 < m < n.
Vytes diofantické rovnice 22 +1 =195 22 +3 =% a 22 + 4 = 3.
Bud K = Q(vD). Je-li P < Ok nenulovy prvoidesl a o € O, potom oN¥ = o (mod P).

* Je ddno prvocislo p > 5 a prirozené k takové, Ze p | k* + 5. Dokaz, Ze existuji pfirozend m, n
splnujici p* = m? + 5n?. Predpoklddej, ze vis, ze ttidova grupa Z[v/—5] je dvouprvkova.

Hinty:
Ok /P je koneéné téleso — kolik tak muze mit prvka?

Najdi (prvo)idedl s normou p. Co potom tiidovd grupa fiké o jeho druhé mocniné?



