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Uvod do komutativni algebry: cviceni 6
8. prosince 2022

Algebraické mnoziny, Hilbertova véta o nulach, radikaly

Ukazeme si:

. Rozhodni, které z nasledujicich mnozin jsou algebraické:

a) {(t,1%,¢°) € K? |t € K},
b) {(cost,sint) € R* | t € R},
c) *{(t,sint) € R* | t € R}.

. (korespondence [-V) Pro téleso K nahlédni:

a) V(I(X)) D X pro libovolnou X C K",

b) I(V(J)) D V/J D J pro libovolny idedl J < K[zy, ..., zy),

c) V(I(V(S))) = V(S) pro libovolnou S C Klzy,...,z,],

d) I(V(I(X))) = I(X) pro libovolnou X C K".
(protiptiklad Hilbertovy véty bez algebraické uzavienosti) Najdi v R[z] maximalni ideal, ktery
neobsahuje zadny linearni polynom.

Uréi v oboru celych ¢isel Z(+, —,0,-,1)
) V(0), 7(Z)
b) 1/(25), v/(125), 1/(50), 1/(100), \/(IL; pi") pro po dvou rizna prvocisla p;.

Daéle urci

c) J(2/(100)),
d) * kdy je (Z/<”))/j(z/(n) téleso.

Dalsi piiklady (fes klidné na pieskacku): Ulohy s * jsou tézsi.

. Je-li K konec¢né téleso, pak je kazda podmnozina v K™ algebraicka.

Bud K nekonecné téleso a V = {(t,¢*,t3,...,t") |t € K} C K" Urci I(V) (s dukazem!) a vyvod
z toho, ze V je ireducibilni.

V oboru polynomfl nad komplexm’mi ¢isly Clx](+, —,-,0,1)

a) spocitej /(0 j ) —3)5(z — 1)M(a3 +2), /(a6 —at — a2 +1),
) dokaz, Ze \/(p) = (xsp5py)- kde p € Clz].

Pracujme nad K = C:

a) Dokaz, ze I[(V (2% —y)) = (22 — y) a Ze algebraickd mnozina V(2?2 — y) C C? je ireducibilni.
b) Uréi mnozinu V (y* — 22, y* — 2%9y* + 2y* — 23) C C? a rozloZ ji na ireducibilni komponenty.
c) * Rozloz V(z* +y* — 1,2% — 22 — 1) C C3 na ireducibilni komponenty.

Rozmysli si nésledujici charakterizace idealu pomoci faktorokruhu: I < R je

e maximdlni, pravé kdyz jsou vSechny nenulové prvky R/I invertibilni,
e prvoidedl, prave kdyz je soucin nenulovych prvku v R/I vzdy nenulovy,
e radikalovy, pravé kdyz je mocnina nenulového prvku v R/I vzdy nenulova.

Dokaz, ze f(z,y) = y* + 2?(x — 1)® € R[z, y| je ireducibilni polynom, ale mnozina V(f) C R? je
reducibilni.

Hinty:

Jednobodové mnoziny jsou vzdy algebraické.

. Pieved vSe na jednu proménnou.



