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Uvod do komutativni algebry: cviceni 4
14. listopadu 2022

Rozsiteni separabilni, normalni, jednoduché a Galoisova

Ukazeme si:

. (zachovdvani a skldddni vyznacénych vlastnosti) Budte V' O U D T rozsiteni téles. Vis-li, ze

rozsiteni V' O T ma vlastnost X, rozhodni, zda nutné musi i V" O U é& U D T mit vlastnost X.
Vis-li, ze obé V D U, U D T maji vlastnost X, rozhodni, zda ji nutné musi mit i V"> T

a) X = koneéného stupneé,

b) X = normélni,

¢) X = separabilni (muze se hodit tloha 4.),
d) X = Galoisovo,

e) X = algebraické.

. Urdi [C: R], [C: R]; a Gal(C/R). Rozhodni, které vyznaéné vlastnosti z tlohy 1. rozsifeni C O R

ma a které nikoliv.
Bud U D T rozsiren{ kone¢ného stupné. Dokaz, ze je Galoisovo, pravé kdyz [U : T] = # Gal(U/T).
Dalsi piiklady (fes klidné na pieskacku): Ulohy s * jsou tézsi.

Bud U D T rozsiteni téles a o € U koren néjakého separabilniho f € T[z]. Potom uz je «
separabilni nad 7.

. (opakovani z predndsky) Bud U téleso, G < Aut(U) podgrupa a T' C U podtéleso. Potom plati

Gal(U/ Fix(U,G)) D G a Fix(U,Gal(U/T)) D T.

Bud V D T Galoisovo rozsiteni a V' O U D T. Dokaz, ze [U : T] = %

. Bud f € T[] polynom s rozkladem na navzajem neasociované ireducibilni polynomy f = f - - - f.

Uvazujme Galoisovu grupu rozkladového nadtélesa f nad T' jako grupu permutaci na mnoziné
korenu f. Nahlédni, ze kazda z téchto permutaci musi mit alespon k cyklu.

. Bud p prvocislo, T' = Z,(y) a U = T(y/y). Urci [U : T, [U : T], a Gal(U/T).

V prednasce padlo, ze je-li U D T algebraické rozsiteni, pak uz musi kazdy T-homomorfismus
¢ : U — U byt dokonce T-automorfismus. Rozmysli si, Ze algebraicnost je nutnd — pro 7" = 7Z,,
U = T(y) najdi T-homomorfismus ¢ : U — U, ktery neni T-automorfismus.

Bud T téleso s char T # 2 a a,b € T prvky s \/a,vVb,vab ¢ T. Pak [T'(\/a,v/d) : T] = 4.
* Mizes zkusit dokazat Gal(T(v/a, Vb)/T) =~ Zy x Zs.

Rozsiteni U D T je normalni, pravé kdyz existuje mnozina M C T'[x] takovd, ze U je rozkladové
nadtéleso mnoziny M nad T.

(existence separabilnftho uzavéru) Bud U D T rozsifeni téles. Vsechny prvky a € U, jez jsou
separabilni nad 7', tvoii podtéleso U.

* (existence normalntho uzdvéru) Bud U D T rozsiteni téles. Dokaz, ze nésledujici V' je téleso:
V :={a € U | a algebraické a jeho minimalni polynom nad 7" m4 vsechny koteny v U} .

* Bud p prvocislo, U = Z,(x,y), T = Z,(2, y*). Dokaz, ze rozsiteni U D T neni jednoduché.
Hinty:

ma,r | [
Staéi zkombinovat 1d) a 3.

. 2P —y € Z,[y|[z] je ireducibilni z Eisensteina, ale méa jen jeden p-ndsobny kofen.
13.
14.

Vezmi V := T(V) a z jeho normality ukaz, 7e kazdé 8 € V uz muselo lezet ve V.
Pokud U = T(f), nahlédni f? € T a vyvod spor pomoc{ stupiit.



