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Rozš́ı̌reńı separabilńı, normálńı, jednoduchá a Galoisova

Ukážeme si:

1. (zachováváńı a skládáńı význačných vlastnost́ı) Bud’te V ⊃ U ⊃ T rozš́ı̌reńı těles. Vı́̌s-li, že
rozš́ı̌reńı V ⊃ T má vlastnost X, rozhodni, zda nutně muśı i V ⊃ U či U ⊃ T mı́t vlastnost X.
Vı́̌s-li, že obě V ⊃ U , U ⊃ T maj́ı vlastnost X, rozhodni, zda ji nutně muśı mı́t i V ⊃ T .

a) X = konečného stupně,
b) X = normálńı,
c) X = separabilńı (může se hodit úloha 4.),
d) X = Galoisovo,
e) X = algebraické.

2. Urči [C : R], [C : R]s a Gal(C/R). Rozhodni, které význačné vlastnosti z úlohy 1. rozš́ı̌reńı C ⊃ R
má a které nikoliv.

3. Bud’ U ⊃ T rozš́ı̌reńı konečného stupně. Dokaž, že je Galoisovo, právě když [U : T ] = #Gal(U/T ).

Daľśı př́ıklady (řeš klidně na přeskáčku): Úlohy s * jsou těžš́ı.

4. Bud’ U ⊃ T rozš́ı̌reńı těles a α ∈ U kořen nějakého separabilńıho f ∈ T [x]. Potom už je α
separabilńı nad T .

5. (opakováńı z přednášky) Bud’ U těleso, G < Aut(U) podgrupa a T ⊂ U podtěleso. Potom plat́ı
Gal(U/Fix(U,G)) ⊃ G a Fix(U,Gal(U/T )) ⊃ T .

6. Bud’ V ⊃ T Galoisovo rozš́ı̌reńı a V ⊃ U ⊃ T . Dokaž, že [U : T ] = #Gal(V/T )
#Gal(V/U)

.

7. Bud’ f ∈ T [x] polynom s rozkladem na navzájem neasociované ireducibilńı polynomy f = f1 · · · fk.
Uvažujme Galoisovu grupu rozkladového nadtělesa f nad T jako grupu permutaćı na množině
kořen̊u f . Nahlédni, že každá z těchto permutaćı muśı mı́t alespoň k cykl̊u.

8. Bud’ p prvoč́ıslo, T = Zp(y) a U = T ( p
√
y). Urči [U : T ], [U : T ]s a Gal(U/T ).

9. V přednášce padlo, že je-li U ⊃ T algebraické rozš́ı̌reńı, pak už muśı každý T -homomorfismus
φ : U → U být dokonce T -automorfismus. Rozmysli si, že algebraičnost je nutná – pro T = Zp,
U = T (y) najdi T -homomorfismus φ : U → U , který neńı T -automorfismus.

10. Bud’ T těleso s charT ̸= 2 a a, b ∈ T prvky s
√
a,
√
b,
√
ab /∈ T . Pak [T (

√
a,
√
b) : T ] = 4.

* Můžeš zkusit dokázat Gal(T (
√
a,
√
b)/T ) ≃ Z2 × Z2.

11. Rozš́ı̌reńı U ⊃ T je normálńı, právě když existuje množina M ⊂ T [x] taková, že U je rozkladové
nadtěleso množiny M nad T .

12. (existence separabilńıho uzávěru) Bud’ U ⊃ T rozš́ı̌reńı těles. Všechny prvky α ∈ U , jež jsou
separabilńı nad T , tvoř́ı podtěleso U .

13. * (existence normálńıho uzávěru) Bud’ U ⊃ T rozš́ı̌reńı těles. Dokaž, že následuj́ıćı V je těleso:
V := {α ∈ U | α algebraické a jeho minimálńı polynom nad T má všechny kořeny v U} .

14. * Bud’ p prvoč́ıslo, U = Zp(x, y), T = Zp(x
p, yp). Dokaž, že rozš́ı̌reńı U ⊃ T neńı jednoduché.

Hinty:
4. mα,T | f .
6. Stač́ı zkombinovat 1d) a 3.

8. xp − y ∈ Zp[y][x] je ireducibilńı z Eisensteina, ale má jen jeden p-násobný kořen.

13. Vezmi Ṽ := T (V ) a z jeho normality ukaž, že každé β ∈ Ṽ už muselo ležet ve V .

14. Pokud U = T (f), nahlédni fp ∈ T a vyvod’ spor pomoćı stupň̊u.


