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Uvod do komutativni algebry: cviceni 3
3. listopadu 2022

Kotenova a rozkladovéa nadtélesa, celistvé prvky, algebraicky uzaveér, Galoisova grupa

Ukazeme si:

. Bud' « algebraicky prvek nad télesem T. Pak [T'(«) : T| = degmq.r.

. Pro téleso T a polynom f(z) ur¢i vSechna mozné kofenova nadtélesa pro f nad T', rozkladové

nadtéleso pro f nad T', stupné rozsiteni vSech téchto téles a také jejich Galoisovy grupy nad 7"
a) flx)=224+3, T=R, D) fla)=22-1,T=Q, *c) flx)=2>-2,T=Q.

. Bud R gaussovsky obor a T' jeho podilové téleso. Je-li u € T celistvé nad R, pak u € R.

Uréi okruh celistvych prvkii v télese a) Q(4), b) Q(v/2), *c) Q(v/—3). (Predpokladej, ze uz vis 13.)

. Méjme télesa T" C U C V. Je-li V algebraické nad U a U algebraické nad T, pak je také V

algebraické nad T
Dalsi piiklady (fes klidné na pieskacku): Ulohy s * jsou tézsi.
Meéjme rozsiteni téles V D U D T. Pak [V : T| = [V : U] - [U : T].

. Bud T C U algebraické rozsiteni téles a U C K (ne nutné algebraické). Pak K je algebraicky

uzaver U, prave kdyz K je algebraicky uzaver 7'

Budte S D T télesa, S algebraicky uzaviené a U = {a € S| « algebraické nad T}. Pak je U
algebraicky uzaver 7. (tvrzeni 2.7 ze skript)

Pro téleso T a polynom f(z) uréi vSechna moznéd korenova nadtélesa pro f nad T, rozkladové
nadtéleso pro f nad 7', stupné rozsiteni vSech téchto téles a (pripadné) také jejich Galoisovy grupy
nad 7"

a) flx) =2>+1, T =Q, b) f(z) =2 -1, T =Q,

o) fla) =2+ 1, T = Zx, *d) f(z) =2" -1, T=Q, n €N.
Budte T, U télesa charakteristiky 0. Pak Q C T,U a kazdy homomorfismus ¢ : T — U je
Q-homomorfismem. (V charakteristice p mé stejnou vlastnost téleso Z,.)

Prvek « je algebraicky nad télesem T, prave kdyz T'(«) = T[a].
Rozsiteni téles konecného stupné je nutné algebraické.

Bud T podilové téleso gaussovského oboru R a ddle bud S D T nadtéleso. Dokaz, ze je-li a € S
celistvy prvek nad R, pak ma monicky minimalni polynom « nad 7" koeficienty z R.

* Z4dné konecné téleso neni algebraicky uzaviené.
* Algebraicky uzaver nekonecéného télesa T' mé stejnou mohutnost jako 7.

At je obor S konetné generovany okruh nad R. Pak S je konetné generovany R-modul, prave
kdyz S je celistvy nad R (neboli kazdy prvek s € S je celistvy nad R).

Pro kterd m,n € Z jsou télesa Q(v/m), Q(v/n) Q-izomorfni?

Hinty:

Homomorfismus musi nechdvat na misté celé podtéleso generované jednickou (tzv. prvotéleso).
Z minimalniho polynomu vyrobis inverz (a naopak).

Gaussovo lemma.

Zacni s polynomem, jehoz kofeny jsou vSechny prvky.

Rozmysli si, ze #7T'[x] = #T, takze kdyz (v jednom kroku) ptriddme kofeny vSech polynomii, mohutnost se zachové.



