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Uvod do komutativni algebry: cviceni 2
24. ijna 2022

Gaussovo lemma, Cinska zbytkova véta, vyuziti Zornova lemmatu

Ukazeme si:

. Bud R gaussovsky obor a T' jeho podilové téleso. Pro kazdy ireducibilni polynom f € T[z] existuje

u € T\{0} takové, ze uf je ireducibilni prvek R[z].

. Bud K téleso. Pak Klz,y| i K[x1,2s,...] (nekoneéné mnoho proménnych) jsou gaussovské, ale

K[z, y] neni obor hlavnich ideédlu (ale je noetherovsky) a K|[x1, s, .. .| neni noetherovsky ani obor
hlavnich idealu.

Pouzij ditkaz Cinské zbytkové véty (zejména krok, kdy 1 = a1 + as) ke konstrukei explicitniho
izomorfismu Z/(n) x Z/(m) ~ Z/(mn) pro n = 16,m = 35. Jaké znamé veéte krok ze zavorky
odpovida?

Popis vsechny idedly v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou komaximalni.

. Bud R okruh. Pomoci Zornova lemmatu dokaz, Ze kazdy vlastni idedl je obsazeny v néjakém

maximalnim idedlu.

Bud (M, <) ¢dstecné uspoiddand mnozina. Dokaz pomoci Zornova lemmatu, ze usporadani < jde
rozsitit na linearni usporadani, cili ze existuje usporadani =< na M, které je linearni a spliuje:
xr <y=x =Xy pro vSechna x,y € M.

Dalsi piiklady (fes klidné na pieskacku):

Ulohy s * jsou tézsi.

Uvédom si, ze v usporadané mnoziné A muze existovat i nespocetny retézec B, na jehoz indexovani

nestaci prirozend ¢isla. Najdi par prikladu takové situace.

At je Rokruh a Iy, ..., I, po dvou komaximdlni idedly v R. Uvédom si, Ze pak mame izomorfismus
multiplikativnich grup (R/(I;---I1,))" ~ (R/1,)* x --- x (R/I,)™. Jako aplikaci tohoto faktu si
rozmysli, ze pro lichd prvoéisla p # ¢ nemiize byt grupa (Z/(pq))”™ cyklicka.

Dokaz Zornovym lemmatem: ve vektorovém prostoru lze libovolnou linearné nezavislou mnozinu
rozsitit na bazi.
Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Mé&me nekonstantni primitivni polynom f €

R[z]. Pak f je ireducibilni v T'[z], praveé kdyz je ireducibilni v R[z].

Bud'te f, g nesoudélné polynomy nad gaussovskym oborem R. Dokaz, ze idedl (f) + (g) obsahuje
konstantu (prvek samotného R).

* Bud F koneéné téleso. Nahlédni, Ze libovolné zobrazeni f : ' — F lze zapsat polynomem.

* (Eisensteinovo kritérium) Méjme primitivni polynom f = a,z" + - -+ + ayx + ag s celociselnymi
koeficienty a prvocislo p. Dokaz, Ze pokud p { a,, p | a; proi =0,1,...,n — 1 a p*{ ag, pak je f
ireducibilni nad Z. Zkus se zamyslet nad zobecnénim pro obecny obor integrity R namisto Z.

* Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze pokud v okruhu R existuje vlastni ideél, ktery neni konecné
generovany, pak v ném také existuje prvoidedl, ktery neni koneéné generovany.

Hinty:
Secti hlavni idedly nad podilovym télesem oboru R.
Cinsks zbytkova véta v F[z]. Linearni polynomy dévaji maximalni idesly. (Alternativné Lagrangeova interpolace.)

Predpoklddej pro spor f = gh, zobraz celou situaci projekei Z[x] — Z,[z] a vyuzij jednoznaénych rozkladu.



